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序 言

众所周知, 三维刚体运动有三个平移自由度和三个旋转自由度, 组成六

自由度的连续运动群 (六维李群). 它的李代数是所有无穷小刚体运动组成

的六维向量空间,为李群单位元处的切空间,其中无穷小平移占有三个维数,

无穷小旋转占有另外三个维数. 这个空间的任意向量都被称为一个旋量, 通

过指数映射生成一个三维刚体运动.

另一方面, 三维空间中的一条直线上的所有点都可以由其上的两点通

过仿射组合得到. 相应地在三维射影空间中, 一条直线可由四维齐次坐标表

示的四维线性空间上两个向量的线性扩张唯一表示; 所有这种线性扩张组

成一个六维线性空间, 这就是直线的 Plücker 坐标所在的六维空间. 三维空

间中的任意一条直线具有六个 Plücker 坐标, 三个表示直线的方向, 另外三

个表示直线对坐标原点的矩; 它们完全确定了直线的位置和姿态.

一个经典的一一对应是建立在三维刚体运动的李代数空间与三维空间

中直线的 Plücker 坐标空间之间的: 李代数中无穷小平移的三个维数正好对

应于表示直线方向的三个坐标, 而无穷小旋转的三个维数正好对应于表示

直线对坐标原点的矩的另外三个坐标. 由此, 表示空间运动的旋量与表示空

间几何体的 Plücker坐标天然地合为一体,构成了旋量几何理论的基本框架.

瞬时旋量是射影李代数空间的元素, 通过指数映射可生成李群. 李群

SE(3)的伴随作用可用有限位移旋量矩阵 (也称为有限位移旋量算子)表示,
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可完成三维空间内刚体的 Chasles 运动以及旋量的坐标变换, 也可用于生成

非瞬时的有限位移旋量. 本书作者建立的有限位移旋量理论实现了旋量理

论由瞬时量向非瞬时量的飞跃,也是本书贯通有限位移旋量与李群、旋量与

李代数的关键所在.

在力学理论中, 旋量有时被称为螺旋量, 由爱尔兰数学家 Robert S. Ball

爵士在他相继于 1876 年和 1900 年发表的著作 Theory of Screws和 A Treatise

on the Theory of Screws中建立. 如果将三维刚体运动的李代数空间作为一个

六维线性空间, 其中的元素表示 (无穷小) 运动, 那么这个六维空间的对偶空

间同样是两个三维空间张成的一个六维线性空间, 其中的元素表示动力 (力

和力矩, 各占直线 Plücker 坐标的三个分量). 这两个六维空间的配对就是力

相对于运动所做的功. 从数学上讲, 这些结构属于五维射影几何的范围.

事实上, 在六维线性空间中可以引入各种乘法. 一个典型的方式是由

英国数学家 W. K. Clifford 在 1873 年给出的. 他引入唯一的所谓对偶元 (与

任何元素的乘积具有交换性的幂零元), 在两个三维向量代数 (拥有向量的

内积和叉积) 的基础上构造所谓的对偶向量代数, 它是一个六维线性空间,

具有六维对偶向量的内积和叉积结构. 一个六维对偶向量是一个普通三维

向量与一个纯虚三维向量的和, 前者表示方向, 后者是由对偶元乘以另外一

个三维空间的向量得到的, 表示位置 (矩). 两个直线所对应的对偶向量的乘

积完全刻画了它们之间的所有几何关系, 包括夹角、公垂直线、距离等. 其

后 Clifford 将对偶向量代数推广到任意维数和任意内积结构, 这就是现代微

分几何中的指标定理、多复变函数论中的 Clifford分析以及计算机图形学中

的几何代数的公共基础: Clifford 代数.

三维空间中直线的 Plücker 坐标组成的集合并不是线性的, 而是五维射

影空间中满足一个二次代数方程的超曲面, 因此组成一个无论是从几何还

是从代数角度来看都是最简单之一的所谓不可约代数簇. 关于这一代数簇

的拓扑不变量的研究激发了一系列的重要工作, 例如吴文俊示性类的发现.

向量空间理论向旋量代数延伸, 可衍生出一系列力学含义明确的运算,

为旋量系理论. 本书作者发明了比 Gauss-Seidel 消元法运算效率更高但误差

阶数更低的求解齐次线性方程组的算法, 进而建立了旋量系零空间构造理

论. 这一理论与作者在本书中建立的旋量系关联关系理论、旋量系分解理

论、旋量系对偶理论共同构成了本书的旋量系理论.
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拥有如此众多现代数学交集的旋量理论 (screw theory), 其本身具有几

何概念清晰、代数运算简便、物理意义明确等特点, 从而成为机构学和机器

人学的数学基础之一,被广泛应用于力学和计算几何等领域.在 Google上搜

索 “screw theory”, 有四千多万条相关信息.

但是, 除了 1900 年 Ball和 1978年 Hunt的旋量理论英文书外, 几乎没有

一部完整的叙述旋量理论方法的著作. 旋量理论的大部分内容散见于研究

论文以及与机构学相关的专著中. 这对旋量理论的发展与应用十分不利.

本书作者戴建生教授为世界著名理论运动学与机构学专家, 长期从事

旋量理论与机构学的研究, 对旋量理论与机构学的发展作出了许多重要贡

献. 这本旋量代数理论专著由作者基于自己二十五年的研究成果, 以及十五

余年在国内一些大学授课、讲座的教案和讲义整理、著述而成. 本专著详细

而系统地阐述了旋量理论的几何基础与数学内涵及其与李群、李代数的关

联, 结合作者自己的若干研究成果, 深入讲解了旋量代数在运动学和力学中

的应用以及其几何内涵, 对于推动旋量代数在我国的发展与应用具有重要

的意义.

中国科学院数学与系统科学研究院副院长

中国科学院数学机械化重点实验室主任

2013 年夏





前 言

代数、几何、分析是数学的三大支柱,三者有着密不可分的联系.从《周

髀算经》中的 “勾股各自乘, 并而开方除之” 到古希腊的 “毕达哥拉斯定理”,

从欧几里得的《几何原本》到东汉前期的《九章算术》, 几何自古以来就同

以算术形式呈现的代数有着共同的渊源和联系. 这种关联在 19 世纪各个数

学分支的快速发展中得到了有效的验证, 在旋量代数中得到了完美的展现.

旋量 (screw) 也被著名数学家 William Kingdon Clifford (1883) 和 Louis

Brand (1947) 称为矩量 (motor). 矩量是矩 (moment) 和向量 (vector) 的合称.

Spinor 的中文译名也为旋量, 与 screw 的译名相同, 虽然两个量应用在不同

领域, 但有着共同的数学渊源.

Spinor 是由法国数学家 Élie Cartan 在 1913 年提出的, 由德国数学家与

物理学家 Theodor Kaluza 和瑞典理论物理学家 Oskar Klein 在 20 世纪 20

年代用于原子物理学和量子力学中电子和质子内在自动量的研究. 电子旋

转的三维向量以三个 2 × 2 的 Pauli 基本矩阵表示. 以 Dirac 旋量形式表示

的 spinor 是一个包括左旋态和右旋态二分量的 Weyl 的 spinor. 其与群论关

系可采用 n 阶特殊酉群 SU(n) 表示, 在粒子物理中有广泛的应用. Spinor 复

数表述对应于 Clifford 代数, 具有旋转与平移作用, 它与 screw 存在着内在的

联系, 但目前仍局限于质点研究的应用.

与 spinor目前用于质点研究相比, screw (旋量,以下所称旋量均为 screw)

用于直线在空间的旋转和平移的描述, 进而用于刚体在空间的运动研究. 有
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限位移旋量属于六维特殊欧几里得群 SE(3), 瞬时旋量属于五维射影李代

数 se(3). 旋量研究应该追溯到 1763 年意大利数学家 Giulio Mozzi 提出的刚

体瞬时运动轴、1806年法国数学家及物理学家 Louis Poinsot提出的合力中心

轴定理以及 1830 年法国数学家 Michel Floréal Chasles 提出的刚体位移理论.

旋量理论研究在 19 世纪进入了鼎盛时期. 1830 年, Chasles 首次将力与运动

分离, 提出空间任意运动均可表示为绕一轴的旋转和沿该轴的平移. Chasles

的研究为有限位移旋量的研究以及今天旋量矩阵的发展奠定了基础. 旋量

理论研究在 19 世纪 60 年代取得了许多重大突破, 初步形成了旋量理论体

系. 在这一时期, 英国数学家、皇家科学院院士 Arthur Cayley 建立了空间直

线的六维坐标,德国数学家、波恩大学数学与物理学教授 Julius Plücker建立

了 Plücker坐标. Cayley和 Plücker的研究系统地总结了过去两个世纪几何学

的研究成果并建立了这些成果与当时代数研究的紧密联系.此外, Plücker的

博士研究生 Christian Felix Klein(1868 年获得博士学位) 与剑桥大学天文学

家、几何学教授 Robert Stawell Ball 爵士几乎同时发现了互易旋量. Klein 的

后续研究将旋距为零的旋量即线矢量由三维空间中的直线映射为五维射影

空间中超二次曲面上的点, 这种五维射影空间的超二次曲面也被称为 Klein

二次曲面.

19 世纪下半叶, 欧洲经历了第二次工业革命, 数学领域研究不断推进.

在这一大环境下, 几何与代数的研究出现了几次重大突破. 其中具有代表性

的是剑桥大学天文学家和几何学家、英国皇家科学院院士、都柏林皇家科

学院应用数学与机构学教授 Robert Stawell Ball爵士针对旋量所作的系统研

究. Ball分别于 1873年和 1876年发表了系统研究旋量理论的文章和专著,使

旋量理论研究达到了巅峰.

与此同时, 伦敦大学数学家和力学家、英国皇家科学院院士 Clifford

在 1873 年提出对偶四元数后, 又于 1882 年系统地研究了旋量同向量、四

元数与对偶四元数的关系, 总结出了著名的 “旋量表格”, 揭示了旋量与对偶

四元数代数 (后来称为 “Clifford代数”)的关联. 关于这将近半个世纪的研究,

Ball1在世纪之交 (1900 年) 出版的旋量专著中作了系统的表述和总结, 奠定

了旋量理论的数学基础.

1Ball, R.S. (1900) A treatise on the theory of screws, Cambridge University Press, Cambridge,

England.
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此后不久, 由于德国数学家 Eduard Study 发明了对偶角, Felix Klein 提

出了五维射影空间的超二次曲面,旋量理论研究得以进一步发展.综上所述,

旋量理论研究在 19世纪下半叶和 20世纪之初达到了高潮.旋量理论的美妙

体现在它的几何特性及其与许多数学分支的耦合和交叉, 体现在它的几何

内涵以及与代数的有机融合.

旋量代数与李群、李代数的有机结合在 19 世纪中叶李代数未成形前

就已经初露端倪. 19 世纪下半叶, 对旋量理论研究有突出贡献的德国数学

家 Felix Klein 于 1872 年分类与挖掘了射影几何与群论的几何特性及其与许

多几何分支的关联,提出了著名的 Erlangen纲领2,从而同挪威数学家 Marius

Sophus Lie 一起奠定了李群和李代数的基础. Klein 在研究李群和李代数的

同时对互易旋量以及超二次曲面做了大量研究3, 因此他具有通晓旋量代数

与李群、李代数理论的优势,进而将群论研究合理地扩展到了旋量的几何研

究领域. 这些理论的关联也可从 Clifford 的研究中得到启示, 在 Clifford 的理

论中, 瞬时旋量被视为李代数的一部分.

在经历了两次世界大战后, 旋量理论研究开始复苏. 1947 年, 美国 MD

Anderson 杰出数学家 Brand4系统地研究了旋量的运算, 出版了向量和张量

分析方面的专著.该书第二章为矩量 (泛旋量)代数,提出了旋量的运算规则.

这些研究从 20 世纪 60 年代起得到了机构学研究者的重视. 首先苏联的机

构学专家 Dimentberg5发表了相关的研究论文, 随后澳大利亚莫纳什大学机

构学教授 Kenneth Hunt6于 1978 年出版了机构运动几何学方面的专著, 荷兰

数学家 Oene Bottema 和斯坦福大学机构学教授 Bernard Roth7于 1979 年出

2Klein, F. (1872) Vergleichende Betrachtungen über neuere geometrische Forschungen, Math-

ematische Annalen, 43(1893): 63-100, also: Gesammelte Abh. 1, Springer (1921), 460-497;

English translation by Haskell, M.: Comparative review of recent researches in geometry, Bull.

N.Y. Math, Soc 2 (1892—1893), 215-249, http://arxiv.org/abs/0807.3161.
3Klein, F.(1908) Elementarmathematik vom höheren Standpunkte aus, Teil I: Arithmetik,

Algebra, Analysis; Teil II, Geometrie, B.G. Teubner, Leipzig; English translation: Elementary

Mathematics from an Advanced Standpoint: Part I: arithmetic, algebra, analysis; Part II: geom-

etry, Dover (2004), New York.
4Brand, L. (1947) Vector and tensor analysis, 7th printing (1958), John Wiley & Sons, Inc.

New York.
5Dimentberg, F.M. (1965) The screw calculus and its application to mechanics (in Russian)

Izdat. Nauka, Moscow, 1965, English Translation, Foreign Technology Division, U.S. Department

of Commerce, (N.T.I.S), No. AD 680-993, WP-APB, Ohio.
6Hunt, K.H. (1978) Kinematic geometry of mechanisms. Clarendon Press, Oxford.
7Bottema, O. and Roth, B. (1979) Theoretical kinematics, North-Holland, Amsterdam.
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版了理论运动学方面的专著, 加利福尼亚大学欧文分校机构学教授 Michael

McCarthy8于 1990 年出版了介绍理论运动学的著作, 佛罗里达大学机构学教

授 Joseph Duffy9于 1996 年出版了旋量平面机理与应用方面的专著. Hunt 的

专著首次从机构学家的角度审视和分析了旋量, 系统地提出了旋量系并阐

述了其应用. Bottema和 Roth的专著展示了理论运动学的丰厚数学基础,独

到地将理论运动学与现代数学关联起来. McCarthy 的专著用简洁的语言介

绍了与理论运动学相关的数学知识, 建立了四元数与机构学的紧密联系, 并

以此进行了机构综合. Duffy 的专著将旋量几何与具体的机构相关联, 从而

展现了 Jacobian 矩阵及其逆矩阵的几何含义. 在此之后, 在国际上有关旋量

理论或理论运动学的专著只有 2004 年的亚利桑那大学机构学教授 Joseph

Davidson 与 Kenneth Hunt10合著的《旋量理论与机器人学》一书.

随着 20 世纪下半叶现代数学的爆炸式发展, 国际数学界与机构学界对

旋量的研究成果已经出现在许多李群、李代数、微分流形的专著中. 许多研

究 Clifford 代数的文章也直接或间接地研究旋量代数. 同时, 随着机器人学

研究热潮的兴起, 旋量受到许多机器人学专家的青睐. 国际上几乎三分之一

以上研究机器人学与机构学的文章采用旋量方法, 许多研究机器人的书籍

也经常用到旋量, 可以说, 旋量已成为机器人研究的重要工具. 进入 21 世纪

后, 旋量理论的研究又出现了新的飞跃, 并与李群、李代数的研究紧密融合.

我对旋量理论的青睐始于对数学的钟爱. 记得第一次感受到数学的美

妙是在 1967 年至 1968 年年间. 那时, 我无意间邂逅了父亲珍藏的 50 年代的

旧皮发黄、晦涩难懂的因式分解书. 在大量变量交错的题目中, 逐渐找出相

同变量, 提取公因式, 再重新组合. 那些问题看似繁琐难解, 但最终的答案总

能显示出优美与对称, 如同诗词的对仗, 韵律的协畅. 在 1969 年的中学复课

到 1972年的高中期间,我爱上了三角函数和解析几何,几何的对称与美妙将

我引进了数学的殿堂. 1978 年到 1984 年在上海交通大学进行本科和硕士研

究生学习期间, 我对定理推导的严谨性和解题过程的完美性感触颇深, 对数

学的理解和体会也提升到了一个新的境界. 线性代数的完整理论, 矩阵推算

的内在关联以及几何演变的空间机理使我如痴如醉.

8McCarthy, J.M. (1990) An introduction to theoretical kinematics, The MIT Press, London.
9Duffy, J. (1996) Statics and kinematics with applications to robotics, Cambridge University

Press, New York.
10Davidson, J.K. and Hunt, K.H. (2004) Robots and screw theory: Applications of kinematics

and statics to robotics, Oxford University Press, New York.
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1989 年, 我来到英国 Salford 大学进行旋量理论研究, 采用直线几何

学和旋量理论解决抓持的无摩擦和有摩擦问题, 并拜读了熊有伦院士推荐

的 Rockafellar11的关于凸集论方面的著作, 深有感触. 英国 Salford 大学在 20

世纪 90 年代初对旋量理论的研究十分活跃, 是英国乃至欧洲研究旋量理

论的中心. 由 John Sanger 教授和 David Kerr 博士牵头的机构学中心经常

组织学术研讨会, 不断地有国际旋量理论专家访问. 在这期间, 我多次聆听

了 Joseph Duffy 教授的旋量理论讲座, 参与了开放大学 Joseph Rooney 博士

的代数空间的研讨班, 与 Joseph Davidson 教授谈及有限位移旋量, 同澳大利

亚机构学专家 Jack Phillips 教授讨论位移旋量流形, 向俄勒冈大学机构学专

家 Gene Fichter 教授讲述旋量系关联关系. 这是一个学术思想极其活跃的时

期. 在这一时期, 我经常接触到旋量研究的前沿理论.

这些前沿理论以及在抓持理论研究和机构设计中所遇到的问题,将我带

入经典论著的海洋. 我经常夜深人静时还在牛顿大楼里津津有味地翻读着

一些数学和旋量理论领域的经典著作, 内容涵盖 20 世纪 20 年代 Woods12的

高等几何, 40 年代 Brand4 的张量分析, 50 年代 Maxwell13的齐次空间, 60 年

代 Dimentberg5 的旋量论, 70 年代 Hunt6 的机构运动几何、Bottema 与 Roth7

的理论运动学以及 Strang14的关于向量空间与正交子空间理论的线性代数,

80年代 Duffy15的机构几何轨迹分析, 90年代McCarthy8的理论运动学简介以

及 Murray、Li 和 Sastry16的机器人操作数学基础. 通过这些经典著作以及 20

世纪六七十年代 Yang 与 Freudenstein17、Woo 与 Freudenstein18发表的许多旋

量文章, 我深深感受到, 旋量理论能够凭借其自身发展的严谨性、学科交融

的跨越性以及在机构学与机器人学方面的实用性在一个三维实体空间和抽
11Rockafellar, R.T. (1970) Convex analysis, Princeton, New Jersey.
12Woods, F.S. (1922) Higher geometry, an introduction to advanced methods in analytic ge-

ometry, Ginn and Company, New York.
13Maxwell, E.A. (1951) General homogeneous coordinates in space of three dimensions, Cam-

bridge University Press, Cambridge.
14Strang, G. (1976) Linear algebra and its applications, Harcourt Brace Jovanovich, Inc.

Philadelphia.
15Duffy, J. (1980) Analysis of mechanisms and robot manipulators, John Wiley and Sons, New

York.
16Murray, R.M., Li, Z. and Sastry, S.S. (1994) A mathematical introduction to robotic manip-

ulation, CRC Press, New York.
17Yang, A.T. and Freudenstein, F. (1964) Application of dual-number quaternion algebra to

the analysis of spatial mechanisms, ASME J. Appl. Mech., 86(2): 300-309.
18Woo, L. and Freudenstein, F. (1970) Application of line geometry to theoretical kinematics

and the kinematic analysis of mechanical systems, ASME J. Mechanisms, 5: 417-460.
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象的六维空间及五维射影空间中迸发出无限的魅力, 令人寻味无穷. 许多经

典的机器人学理论,诸如 20世纪 80年代 Paul19的齐次变换与机械臂 RPY旋

转理论以及 Craig20的机械臂姿态多种描述与变换理论为旋量代数提供了应

用的领域和驰骋的疆野.

本书作者在过去三十余年的研究及近十五年与国内诸多大学教师与学

生的交流中发现,大家都在寻找一部完整、系统地研究旋量理论及其代数方

法的教材或专著. 本书基于作者二十五年在英国的研究成果, 加之近十五年

在国内一些大学的授课、讲座和交流的讲稿,系统而深入地阐述旋量理论的

数学基础及其代数方法. 全书从直线几何、射影几何与向量代数出发, 循序

渐进、由浅入深地对旋量代数、李群与李代数、四元数及其关联论的相关

概念、理论和公式进行了仔细推敲、系统推导以及详尽论述, 旨在将复杂而

高深的旋量理论清晰地展现在读者眼前,并在此基础上将其升华为简洁、优

美、实用的数学公式与推理, 从而回归到数学的内涵本质上. 本书同时巧妙

地应用经典数学理论, 展现这些经典理论与现代数学的内在联系, 深入浅出

地引领读者到旋量代数及其与李群、李代数的关联研究的深处.

本书是基于射影几何、仿射几何及向量代数与矩阵内在特性研究旋量

代数、李群与李代数、四元数代数、代数关联论以及旋量系理论的专著. 本

书基于旋量的几何内涵首次深入系统地阐述旋量代数的推理运算, 揭示旋

量代数与李群、李代数的内在关联, 提出并建立涵盖旋量代数、李群和李代

数与四元数代数的关联论以及贯通旋量代数与机构学、机器人学应用的旋

量系理论, 旨在满足国内学者与学生长期以来对详细介绍旋量代数及其几

何内涵的教材和论著的需求.

本书第一章为绪论, 介绍旋量与李群、李代数的发展史及相互关系. 第

二章基于向量空间讲述旋量代数的几何基础, 介绍直线几何的点、线、面特

性与其对偶规律, 揭示运动几何、射影几何与旋量代数的关联关系, 以及射

线坐标与轴线坐标及其对偶性. 第三章阐述旋量代数及其在李代数中的理

论基础以及几何内涵, 展示旋量代数的各种运算规则和方法, 全面介绍与引

进旋量、速度旋量与力旋量,从几何本质和代数角度阐述旋量代数知识及其

相关的李代数 so(3) 和 se(3).

19Paul, R.P. (1981) Robot manipulators: Mathematics, programming and control, MIT press,

Cambridge, MA.
20Craig, J.J. (1986) Introduction to robotics: Mechanics and control, Addison-Wesley, Reading,

MA.
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基于旋量代数及其几何含义, 在第四章和第五章中, 本书将旋量代数推

广到矩阵理论及其与代数运算的关联关系与几何本质,介绍刚体位移与 Ro-

drigues 参数以及与 Hamilton 四元数和 Clifford 对偶四元数的关联关系以及

有限位移旋量的几何内涵与数学基础, 展现经典数学理论同旋量代数和刚

体运动的内在联系与相互作用, 通过这些相关基础理论深入地剖析旋量矩

阵与有限位移旋量的内在关联及其相关的李群 SO(3)和 SE(3). 第五章阐述

有限位移旋量与李群的内在关联, 讲解刚体位移中的 Chasles 运动, 从几何

内涵揭示旋量矩阵的特性, 特别是其副部即对偶部特性, 并提出基于矩阵分

解的旋量矩阵迹. 通过阐述对应于旋量特征值的有限位移旋量, 给出旋量矩

阵的微分,引出有限位移旋量与李代数的关联关系.在第四、第五两章中,本

书首次展现出旋量理论与经典数学的关联关系, 并采用框图和年代表揭示

出它们的内在联系和发展历史.

本书前五章起始于线性代数, 由几何基础自然过渡到旋量代数与旋量

矩阵, 紧密联系李群和李代数, 并将这些数学理论与刚体运动关联, 提出旋

量代数与李群、李代数的关联论,演示数学理论的几何内涵. 在此基础上,本

书第六章、第七章和第八章系统地阐述旋量系理论,尤其是旋量代数和旋量

系理论在旋量矩阵以及向量空间中的应用和演变.

本书第六章通过互易特性和线性相关性的几何意义与物理含义进一步

阐述旋量系相关知识, 探讨旋量特性、旋量组合以及旋量线性相关性, 讲解

机构运动学和静力学中的旋量系及其组合. 第七章自然过渡到旋量系与其

互易旋量系之间的关联关系, 建立旋量系互易特性的代数模型, 从而引入集

合论以提出旋量系关联关系的一般理论.在此基础上,本章讲解一阶旋量系、

二阶旋量系和三阶旋量系以及高阶旋量系,并阐述它们的几何本质与物理含

义. 本章最后介绍一种通过求解旋量系互易基构造其互易旋量系的新方法.

本书第八章应用旋量矩阵探索旋量空间的算法和零空间, 讲解旋量代

数的子空间、子空间分析及其在一维零空间和多维零空间的构造.在引入移

位分块法与逐级扩展法后, 给出求解互易旋量系的步骤和公式. 本章采用递

归分块与逐级扩展的方法总结出一套求取旋量系零空间的算法. 本章进一

步将理论与公式应用到齐次线性方程求解, 提出新的齐次线性方程组的求

解法则, 并给出相对于 Gauss-Seidel 消元法的精度比较与效率比较. 这种求

解法则比 Gauss-Seidel 消元法在精度上高一阶, 在算法上减少许多运算, 节

省运算时间.
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本书第九章将旋量系理论发展到旋量系分解, 尤其是约束旋量系的分

解, 阐述公共约束、冗余约束以及不同类型约束之间的相互作用, 揭示约束

旋量系的关联与其对机构自由运动的制约, 研究空间机构的连接度、活动

度与自由度, 演示活动度扩展准则的理论基础. 本章同时介绍并讨论旋量系

的对偶性及其在串联机构、并联机构与抓持机理中的耦合关系, 并以此研

究 Sarrus 机构与 Hoberman 机构.

本书九章自成体系. 它全面、系统、深入地研究旋量代数、李群与李代

数、四元数代数、代数关联论以及相关的向量代数与矩阵特性、射影几何

与仿射几何等数学理论, 揭示相关代数理论的几何内涵, 为空间机构与机器

人分析和设计提供雄厚的几何基础与充分的数学依据.

本书内容涉及仿射几何与射影几何、线性代数与向量空间理论、矩阵

论以及集合论, 可用于线性空间理论、机构学、机器人学、计算机科学、图

形学、控制学及自动化科学等多个学科领域.本书适合供上述相关领域的研

究生、教师、科学研究人员及工程研究人员使用. 本书在数学基础方面仅涉

及向量代数、线性代数、射影几何基础与有限群论基础, 可供理工科本科二

年级以上对机构学与机器人学的几何基础与数学理论感兴趣的学生阅读和

参考.

本书与作者的英文专著 Screw Algebra and Kinematic Approaches for Mech-

anisms and Robotics21 以及中文专著《机构学与机器人学的几何基础与旋量

代数》22 同时著作而成. 作者感谢约翰 · 霍普金斯大学数学科学、计算机
科学与机构学教授 Gregory Chirikjian, 杜伊斯堡 – 埃森大学机构学博士 An-

dreas Müller 对英文专著的逐章阅读与具体建议; 感谢加拿大拉瓦尔大学教

授 Clément Gosselin、意大利博洛尼亚大学教授 Vincenzo Parenti Castelli、斯

坦福大学教授 Bernard Roth 以及加利福尼亚大学欧文分校教授 Michael Mc-

Carthy 的热情支持与极力推荐.

在全书逾三年的写作过程中, 作者感谢天津大学先进机构学与机器人

学中心博士生张新生对第二章至第五章的研读与校对、对第六章至第九章

21Dai, J.S. (2014) Screw algebra and kinematic approaches for mechanisms and robotics,

Springer, London.
22戴建生 (2014) 机构学与机器人学的几何基础与旋量代数, 高等教育出版社, 北京.

英文引用为 Dai, J.S. (2014) Geometrical foundations and screw algebra for mechanisms and

robotics, Higher Education Press, Beijing, also Screw algebra and kinematic approaches for mech-

anisms and robotics, Springer, London.
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的检查与建议以及协助作者对全书文字的修饰, 博士生康熙和高志广对全

书的建议与检查核对, 博士生马学思对本书的中期检查与核对, 天津理工大

学讲师王晓菲博士对第六章至第八章的研读与初期校对; 感谢伦敦大学国

王学院魏国武博士对插图的修订, 张克涛博士、秦云博士和博士生邱晨、冯

慧娟对参考文献、索引、符号表、后记等的整理与检查, 博士生孙杰对部分

公式的验证; 感谢中北大学李瑞琴教授对本书初稿的研读、建议及文字修

改, 北京邮电大学廖启征教授对四元数、Clifford 代数概念的检查与讨论, 以

及清华大学赵景山教授对本书的阅读与检查; 感谢参与本书讨论的许多已

经毕业的和在读的博士生们, 这些有益的讨论与建议对于作者对本书的反

复修改与论证有着很大的帮助.

作者尤其感谢中国科学院院士、华中科技大学熊有伦教授,中国科学院

数学与系统科学研究院高小山教授, 中国科学院数学机械化重点实验室李

洪波教授, 南开大学数学科学学院邓少强教授, 大连理工大学数学科学学院

侯中华教授, 福州大学数学与计算机科学学院/离散数学研究中心常安教授

和曾有栋教授以及东北大学李树军教授对本书的审阅和推荐. 感谢上海交

通大学邹慧君教授、燕山大学黄真教授、金陵石化公司与常州大学杨廷力

教授、香港科技大学李泽湘教授对本书出版的支持与推荐.

最后, 作者感谢天津大学机构理论与装备设计教育部重点实验室对本

书写作的支持, 感谢国家自然科学基金委项目 (51175366、51135008) 与天津

自然科学基金重点项目 (12JCZDJC27700)对本书出版的支持,感谢高等教育

出版社王丽萍编辑、刘占伟编辑在本书审读方面所付出的辛勤劳动.

戴建生

2013 年冬于北洋园
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旋量与旋量系

D 微小位移旋量

dim 旋量系的阶数

h 旋量的旋距

l0 线矢量矢矩

M 矩量/泛旋量

S 旋量

s 旋量主部/旋量轴线向量

s0 旋量副部

Sr 互易旋量

Sf 输出杆件/运动平台运动旋量系

Sr 输出杆件/运动平台约束旋量系

Sm 机构运动旋量系

Sc 机构约束旋量系/公共约束旋量系

Sr
c 互补约束旋量系

Sr
v 冗余约束旋量系

〈Sr
c〉 互补约束旋量多重集

〈Sr
v〉 冗余约束旋量多重集
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T 速度旋量

W 力旋量

李群和李代数

As 李代数 so(3) 的伴随表示

Ad (g) 李群伴随算子

ad (X) 李代数伴随算子

Aff(n) 仿射群

E 李代数 se(3) 的标准 4× 4 表示

ε 对偶单元

G 群

g 群的元素

GL(n) 一般线性群

gl(n) 一般线性群的李代数

H 李群 SE(3) 的标准 4× 4 表示

Hs Hamilton 算子

N 李群 SE(3) 的 6× 6 伴随表示

O(n) 正交群

Q 李群 SO(3) 的单位四元数表示

Q̂ 李群 SE(3) 的单位对偶四元数表示

R 李群 SO(3) 的伴随表示

S 李代数 se(3) 元素的向量形式

s 李代数 so(3) 元素的向量形式

SA(n) 特殊仿射群

SE(3) 特殊欧氏群 (刚体位移群)

se(3) 特殊欧氏群的李代数

se∗(3) 对偶李代数

SL(n) 特殊线性群

SO(3) 特殊正交群/旋转位移群

so(3) 特殊正交群的李代数

SU(n) 特殊酉群
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T (3) 三维平移群

t(3) 三维平移群的李代数

U 李代数 se(3) 的 6× 6 伴随表示

V 李代数 so(3) 的纯四元数表示

矩阵、集合与空间

0 零矩阵/零向量

As 3× 3 反对称矩阵

adjJ 矩阵 J 的伴随矩阵

C 柔度矩阵

c 条件数

card ( ) 集合的基数

detJ 矩阵 J 的行列式

En 欧氏空间

H 齐次变换矩阵/点位移算子

I 单位矩阵

J 旋量矩阵/Jacobian 矩阵

K 刚度矩阵

N 有限位移旋量矩阵/李群 SE(3) 伴随算子

N(J) 矩阵 J 的零空间

N(JT) 矩阵 J 的左零空间

Pn n 维射影空间

R 行列式为 “1” 的正交矩阵/旋转矩阵/旋转位移算子

Rn n 维实向量空间

R(J) 矩阵 J 的列空间

R(JT) 矩阵 J 的行空间

rankJ 矩阵 J 的秩

trJ 矩阵 J 的迹
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运算符号

∪ 并

] 多重集并

∩ 交

⊂ 子集从属

∈ 元素从属

→ 空间映射

7→ 元素映射

∆ 对偶算子

⊕ 直和

⊗ 张量积/直积

∝ 半直积

〈 · 〉 多重集

◦ 有限位移旋量的有序组合/李群的二元运算算子

‖ · ‖ 范数

S1 × S2 旋量叉积

S1 ◦ S2 旋量互易积

[X1,X2] 李括号

注: 小写的黑斜体通常表示三维向量 (矢量), 大写的黑斜体一般表示矩阵, 但六维

向量如旋量也采用大写黑斜体, 只是采用特殊指定的符号, 如 S、T 与 W .
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第一章 绪 论

几何体的运动激起了 19 世纪许多数学家的兴趣, 这种运动由机构的铰

链与连杆演示. 时至今日, 数学家们所关心的运动几何学已逐渐与机构学以

及机器人学结合起来, 演变为机器人系列铰链连续运动引起的机器人运动,

而这些铰链轴线的运动可视为直线在三维空间中的连续运动. 简单地说, 研

究机器人运动以及所抓持物体的位移, 归根结底是研究空间直线的运动以

及直线运动生成的包络面及其引起的末端位姿变化等几何学与相关的代数

学描述. 所以, 雄厚的几何基础与数学理论是研究机构学与机器人学必不可

少的条件. 反过来, 机器人学的研究进一步揭示了几何学与代数学之间的内

在关联, 为开发高效的控制算法与人工智能提供理论依据. 因此, 旋量代数

和李群、李代数以其对空间直线运动及相关代数运算描述的几何直观性与

代数抽象性而成为 21 世纪机构学与机器人学研究中最受欢迎的数学工具.

旋量理论1可以追溯到 18 世纪的 Mozzi 瞬时运动轴及 19 世纪初叶的

Poinsot合力中心轴与 Chasles位移轴. 这些研究引出了 19世纪中叶 Plücker、

Klein 和 Ball 的研究. 至 1876 年, Ball 完成了对这一理论的系统研究, 并进一

步体现在他 1900 年的著作当中, 对旋量理论的发展具有划时代的意义.

1国内也有采用螺旋理论的称法. 旋量也被著名数学家 William Kingdon Clifford (1882)

和 Louis Brand (1947) 称为矩量 (motor), 作为矩 (moment) 和向量 (vector) 的合称. 但
在 Brand 的定义中, 矩量是泛旋量, 包含零矩量、纯矩量、线矢量与旋量, 其中后两个量
为正当矩量.
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旋量理论具有深奥的代数内涵, 体现为旋量代数. 旋量代数可以追溯

到 1882年 Clifford的工作、1924年 von Misses的旋量运算以及 1947年 Brand

的矩量分析. 19 世纪下半叶, 在恰逢第二次工业革命的欧洲大陆上, 数学的

新学术地位开始确立, 各类学科蓬勃发展. 代数学演化为几何代数等各种代

数学分支, 发展出微分算子、四元数、特征值、逻辑代数并与方程组理论相

融合, 数学开始向物理世界发展. 在这一时期, 李群和李代数开始面世, 并与

旋量理论并行发展. 这一时期旋量理论与李理论的并行发展, 加上 Klein 同

时对旋量理论与李理论研究的贡献,开始彰显出旋量代数与李群、李代数的

内在关联. 鉴于其直观的几何描述与集成的代数形式, 作为李代数 se(3) 子

代数的旋量代数已经被许多理论运动学家与机器人学家所应用.

本书首先介绍旋量代数的几何基础,即直线几何、Plücker坐标、射影几

何及仿射几何等基本知识, 讲述旋量代数及其与李代数的关联, 揭示位移旋

量与李群的内在联系, 研究旋量矩阵及其李群SE(3) 的伴随表示. 在揭示旋

量系的特性以及它们的关联关系之后, 阐述旋量系零空间及其构造. 这些对

旋量代数及其数学基础的阐述自然地引出本书对旋量的几何本质及物理内

涵的阐述,即旋量对偶特性、力旋量与速度旋量的几何对应性及其同串联机

构与并联机构的对偶关联. 本书用代数形式阐述旋量理论及其几何基础, 揭

示旋量代数与李群、李代数的关联关系,提供研究机构与机器人的几何方法

与代数方法的理论基础.

1.1 旋量代数与李代数

旋量是一个几何体,一个具有旋距的线矢量. 而旋距是旋量的一个系数,

与线矢量主部相乘后加在线矢量的副部, 表示旋量副部在主部上的投影. 瞬

时旋量是射影李代数元素, 并以六维向量表示. 因此, 旋量代数是描述上述

几何体的向量代数, 也是李代数 se(3) 的子代数.

直线几何是旋量和旋量代数的基础. 作为射影几何的基础与核心部分之

一, 以及研究射影变换下几何元素不变性的几何学分支, 直线研究可以追溯

到公元 3世纪希腊数学家 Pappus Alexandria提出的连接两组点产生 Pappus

六边形的 Pappus 理论.这一理论构造了 Pappus九点九线图形,即其中任何

一条线穿越三点, 任何一点是三条线的交点. Pappus 理论是射影几何的第

一个定理. 这一定理给出了无穷远处点即为两平行直线交点的概念, 由此
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引出了 16 与 17 世纪德国数学家和天文学家 Kepler 与法国数学家和工程

师 Desargues 提出的无穷远处直线概念, 即无穷远处直线为连接无穷远处点

构成的线.

直线几何促进了旋量代数的诞生. 犹如爱尔兰数学家、剑桥大学天文与

几何学教授、英国皇家科学院院士 Robert Stawell Ball (1876) 爵士所指出的,

旋量理论的两大奠基石是 Poinsot 的合力理论 (1806) 和 Chasles 的刚体位移

理论 (1830). 刚体位移理论可以追溯到意大利数学家 Giulio Mozzi (1763)确立

的用于描述瞬时运动的瞬时旋量轴, 以及法国数学家 Michel Floréal Chasles

(1830)建立的描述空间位移的 Chasles运动理论.这一理论指出,任何空间位

移均可表示为绕空间轴线的旋转与沿该轴线的平移. 对于刚体力分析, 法国

数学家和物理学家 Louis Poinsot (1806) 建立了力中心轴理论. 由此 Poinsot

和 Chasles 揭示了力学和运动学的几何本质, 奠定了旋量理论的两大理论基

础. 随着 19 世纪德国数学家、理论天文学家 August Ferdinand Möbius 创建

齐次坐标以及剑桥大学数学家、英国皇家科学院院士 Arthur Cayley 与德国

数学家、物理学家 Julius Plücker 创建直线坐标, 旋量理论的研究得以提升,

并由此进入了一个繁荣昌盛的时期.

这一时期, Plücker在建立直线坐标的同时,研究了线丛理论,提出了 “Dy-

name” 一词, 这就是被 Ball (1871) 称为 “旋量” 的几何量. 在同一时期, 德国

数学家 Christian Felix Klein (1869a, b)在研究旋量理论的同时,提出了两个线

丛的共同不变量, 并与 Ball (1871) 分别同时提出了互易旋量的概念, 其积成

为 Ball 在后来提出的两旋量互易的虚系数. 在这一时期, Ball 发展了旋量理

论, 并于 1876 年发表旋量理论初始论著. 第一部旋量理论的完整论著是 Ball

的划时代著作 ——《旋量理论论著》(Ball, 1900).

这一划时代的论著奠定了旋量理论的基础. 旋量代数初始称为矩量代

数, 也称泛旋量代数, 由英格兰数学家和哲学家与英国皇家科学院院士 Clif-

ford (1882) 在他的四元数运算中涉及, 而后由德国数学家 Richard von Mises

(1924) 在他的矩量运算中揭示, 并由美国 MD Anderson 杰出数学家 Brand

(1947)在他的矩量代数中进一步挖掘. 俄罗斯教授 Dimentberg (1965)对其进

行深入研究, 并将旋量代数总结为具有各种运算的代数学, 成为以对偶向量

表示的旋量的复数向量代数学.
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正如我们现在所称,旋量代数是更为拓广的代数,是李代数的子代数. 旋

量代数与德国数学家 Klein和挪威数学家 Marius Sophus Lie在 19世纪 70年

代的工作、Sophus Lie在 80年代的进一步研究以及德国数学家Wilhelm Karl

Joseph Killing 当时的工作是在同一时期发展的. 在这之后, 法国数学家Élie

Cartan 发展了李代数的表示论, 俄罗斯数学家 Igor Dmitrievich Ado 在 1935

年的博士论文以及其后至 1947 年的研究中提出了 n× n 矩阵的李代数表示

的 Ado 定理. von Mises 和 Brand 分别于 20 世纪 20 年代和 40 年代对旋量代

数进行了大量研究. 在之后李代数的蓬勃发展中, 旋量代数与李代数的关系

逐渐被学者所认识, 尤其是认识到旋量是射影李代数元素, 速度旋量是李代

数 se(3) 的元素, 而力旋量是对偶李代数 se∗(3) 的元素.

随着机构学和机器人学的发展,旋量代数逐渐被许多运动几何学及机构

学研究者所应用. Baker (1978) 采用旋量代数研究过约束机构, Rico 和 Duffy

(1996, 1998)应用旋量代数研究串联机构,其表述法与特殊欧几里得群 SE(3)

的李代数 se(3) 同构. Bergamasco (1997) 应用旋量代数进行机构综合, Ciblak

和 Lipkin (1998) 用旋量代数进行刚度分析. 在 21 世纪初, Pennock 和 Meehan

(2000)回顾了旋量代数的发展, Frisoli等 (2000)、Kong和 Gosselin (2002)展示

了旋量代数在并联机构综合中的应用. 在这一时期, Dai 和 Rees Jones (2001)

提出了旋量系关联关系理论, 揭示了旋量代数的零空间结构 (Dai 和 Rees

Jones, 2002), Soltani (2005) 直接以旋量代数为数学工具研究空间机构学,

Lee、Wang 和 Chirikjian (2007) 运用旋量代数研究串联机构与多肽链, Müller

(2011)运用旋量代数的运算消除非独立的约束,可见旋量代数及与其相关的

李群和李代数正逐渐成为机构学与机器人学的主要工具. 这引出了本书的

第二章和第三章.

1.2 有限位移旋量2与李群

有限位移旋量也称位移旋量, 是李群 SE(3) 的元素, 也是位移子群的向

量表示. 有限位移旋量的研究最早可以追溯到 Chasles 运动 (Chasles, 1830).

2早期有采用微小位移旋量的称法, 但更强调微小至无穷小位移. 由于 Clifford 建立
位移旋量与单位四元数的关系中, 以及 Dimentberg 和其后学者对有限位移旋量的研究
中都没有对微小进行限定, 而且所有研究均称之为 “finite displacement screw” 或者 “finite

twist”, 出于用词严谨性的考虑, 本书采用 “有限位移旋量” 一词.
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在 Chasles运动的描述中,有限位移可以描述为绕轴的旋转与沿该轴的平移.

这就给出了可微分的连续群, 称为李群. 李群是数学三大基本领域 —— 代

数学、几何学与分析学中前两者的交集. 空间位移的旋量轴可以用矩阵描

述, 进而构建刚体绕旋量轴线旋转与沿轴线平移的算子. 该位移旋量轴也可

以用四元数与对偶四元数描述, 以取代矩阵来表示刚体位移.

有限位移旋量起源于 Chasles (1830) 的研究, 经历了 19 世纪爱尔兰天

文物理学家和数学家、美国科学院首位外籍院士 William Rowan Hamilton

(1844a) 研究的黄金时代, 发展至采用 Euler-Rodrigues 四个参量来表述刚体

位移方向的阶段.

这一参量表示法起始于法国数学家 Benjamin Olinde Rodrigues (1840) 发

现的三个参数. 这三个 Rodrigues 参数用来构建 Rodrigues 向量并建立 Ro-

drigues 平面与空间位移的 Rodrigues 公式. 这一空间位移由有限螺旋运

动 (Dai, 2006) 引起, 从而可通过两向量的张量积构建 Rodrigues 旋转公式.

这就建立了李代数 so(3) 向特殊正交群 SO(3) 的指数映射, 这一映射可以通

过对偶数延伸到 se(3) 向 SE(3) 的指数映射. Rodrigues 的研究 (Gray, 1980)

将运动与力分开考虑, Rodrigues参数被 Cayley用来建立反对称矩阵,并导出

了 Cayley 旋转矩阵公式 (Cayley, 1875; Altmann, 1986).

Rodrigues 的研究发表在他的重要文章中 (Rodrigues,1840). 除上述的三

个参数外, Rodrigues 采用赋予半角正弦值的旋转轴线姿态三维向量加之半

角余弦值的方法提出了另外四个参数. 虽然这四参数通常称为 Euler 参数,

但是应当全部归功于 Rodrigues (Altmann, 1989; Davidson 和 Hunt, 2004). 这

就是这四个参数有时称为 Euler-Rodrigues 参数 (Cheng 和 Gupta, 1989) 的原

因. Klein (1884)指出, Euler-Rodrigues参数是四元数的 Rodrigues参数化 (Dai,

2006), 同 Hamilton 四元数等效. 基于这四个参数, Rodrigues 推导出涵盖两个

有限旋转的合成公式 (Rodrigues, 1840),并建立了旋转矩阵. 这一向量形式的

合成公式建立了四元数的乘积理论, 揭示了所有正交旋转的群特征以及李

代数 so(3) 向李群 SO(3) 的指数映射的性质. 这些正交群正是现在常用的特

殊正交群 SO(3).

尽管 Hamilton (1844b) 在他的四元数运算基础中应用了同样的公式, 但

正如 Cayley (1843, 1845) 在构建连续旋转公式时指出, Rodrigues 公式体现了

四元数在旋转群中的巨大作用. 多年后, Klein (1884) 强调了 Hamilton 和 Ro-
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drigues 同时独立发现四元数这一历史事实.

在 1873 年, 为了运算的简洁, Clifford 发明了双四元数即现在所指的对

偶四元数. 这已被成功地运用到运动学中 (McCarthy, 1990). Clifford 采用算

子 ε 将绕轴旋转变换为沿轴平移, 成功地创建了对偶四元数理论 (Clifford,

1873, 1882; Shoham, 1999), 并将其与线性代数关联以表示刚体的任意位移,

从而构造出刚体位移群. 这阐明了有限位移旋量与 Clifford 代数对偶子代数

的关系.

Clifford (1882) 系统地将旋量与四元数、对偶四元数以及刚体位移关联

起来. 在研究中, Clifford 建立了一个完整的表格, 将以线矢量表示的旋转轴

和旋量表示的矩量几何特性与速度旋量、力旋量作了关联, 并进一步与四

元数和对偶四元数联系.由此,旋量理论可以用来描述刚体的有限螺旋运动.

可见, 有限位移旋量与李群早在它们各自早期研究中就存在紧密的内在关

联. 这可以进一步由 Klein 的研究生涯论证, 在其开创划时代的李群和李代

数的 Erlangen 纲领研究的同时, 他发现了旋量的互易性; 在研究旋量超二次

曲面时, 与 Sophus Lie 共同发现了射影变换 (1870, 1871) 中的连续交换群轨

迹. 这时期的研究发展了 Sophus Lie 的有限与连续群理论, 并由 Sophus Lie

和德国数学家 Friedrich Engel (1888, 1890, 1893)合作写出了三卷划时代巨著.

在这些研究中, 作为李群的一种表示, 有限位移旋量给出了全周期运动及连

续流形. 这引出了本书的第四章和第五章.

有限位移旋量的正式提出得益于 Dimentberg (1950, 1965, 1971) 及后来

学者的研究. 这一理论的提出是旋量理论由瞬时到非瞬时的飞跃, 进而与对

偶四元数、李群相关联. 没有这一步, 就没有旋量与对偶四元数以及李群的

关联. 这也是旋量理论发展的必然结果.

1.3 螺旋位移理论与有限位移旋量的近代发展史

在第二次世界大战后, 尤其是 20 世纪 40 年代后期至 60 年代初期, 瞬

时旋量和有限位移旋量的研究得到了复苏. 在这一时期, Dimentberg (1947,

1948, 1950) 采用带有对偶角半角正切的旋量轴表示有限螺旋位移. Diment-

berg (1950, 1965, 1971) 是首位采用 “有限位移旋量” 名称的学者. 由此, 任意

螺旋位移均可以由有限位移旋量表示. 刚体的螺旋运动可用旋转运动半角

的对偶数形式表示为绕一个合成旋量轴的螺旋运动. 该合成螺旋运动的旋
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量轴相当于相继绕两个旋量轴线的半角螺旋运动. 这两旋量与合成旋量轴

正交并组成了旋转半角的对偶角.

在获取螺旋位移的过程中, Yang 和 Freudenstein (1964) 发展了有限位

移旋量理论, 将对偶数的线矢量主部乘以四元数以组成对偶四元数的副部,

使该对偶四元数成为旋量算子, 其轴线用以完成螺旋位移. 根据 Blaschke

(1958)的研究,旋量算子为时间的函数,连续的空间运动可以由此获得. Yuan

和 Freuderstein (1971) 给出了这一有限螺旋运动对应的坐标变换. Bottema

(1973)在其后又做了一列点和一列线的位移研究.一列点的位移由位移旋量

轴线簇完成, 其轴线簇生成线束, 即抛物柱形面或双曲抛物面. 一列线的位

移也由位移旋转轴线簇完成, 但其轴线簇形成三阶的线汇.

两组有限位移组合的几何关系由法国数学家George Henri Halphen (1882)

首次提出, 并由 Roth (1967) 做了进一步的充实和完善. 据此, 有限螺旋运动

的合成可采用 Roth 给出的旋量三角形定理并由有序的两个有限位移构建.

旋量三角形顶点位于三个旋量轴上, 三个旋量轴的相互公垂线为边长. 这

一方法相当于将螺旋位移分解为两条反射直线 (Bottema 与 Roth, 1979). 随

后 Tsai 和 Roth (1973) 基于旋量的五个几何要素与有限位移旋量柱形面的

特性, 研究了有限分离位置的旋量轴的几何特性, 并对上述理论作了进一步

发展. 该研究首次提出了有限位移旋量柱形面, 对应于 Ball (1900) 提出瞬时

拟圆柱面.

为了表示有限位移旋量, Hunt (1987) 运用点 – 线 – 面的几何特性及刚

体两任意位置的描述来定义有限位移旋量的轴线与旋距. Hunt 继而运用刚

体在两位置上的有向平面与有向线段的两组比率, 得出五个必要条件来组

建六个方程以确认有限位移旋量的 Plücker 齐次坐标.

除了直线坐标,对偶矩阵也被用来研究螺旋位移. Pennock和 Yang (1985)

采用对偶矩阵描述直线的坐标变换,以此解决机器人的运动学逆解问题. Mc-

Carthy (1986)揭示了对偶正交矩阵的特性,以此建立串联机器人的封闭方程,

得出 Denavit-Hartenberg的对偶数形式以及机器人 Jacobian矩阵的对偶数形

式. 四元数与对偶四元数也被进一步运用到球面运动链以及空间开环与闭环

运动链 (McCarthy, 1990). 有限位移旋量被应用到机构分析中, Young与 Duffy

(1986)运用有限螺旋位移确定机器人的极端位置. Angeles (1986)基于刚体有

限分离位置三个非线性点的二阶张量主值与方向, 提出算法以计算有限螺
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旋位移. Pohl 和 Lipkin (1990) 采用空间映射方法将机器人对偶角转换为实

数,使机器人完成所需构态以达到所需工作空间范围内的位置.并引以证实,

旋量主部的映射可以用来使机械臂的操作末端的位置误差达到最小.

1.4 有限位移旋量与李群的关联

在有限位移旋量的发展过程中, 有限位移旋量与李群的基本要素紧密

相关. 它们明确的关联可见于 Hervé 采用李群描述运动副与刚体位移的研

究, 且有限位移旋量的对偶正交矩阵形式可以表述为李群 SE(3) 的六维表

示. Selig 和 Rooney (1989) 表述了李群对五维映射空间中直线的作用. 这一

研究显示出这一李群作用限于 Klein 二次曲面, 并将 Klein 二次曲面分为无

穷远直线区域与有限位置直线区域. 任意有限位置直线的同构组由绕该直

线的旋转, 加之沿该直线的平移组成. 这就导出了有限螺旋位移的李群表

达式.

Samuel、McAree 和 Hunt (1991) 运用正交矩阵的不变量特性, 将以对偶

正交矩阵形式表述的位移与旋量的几何特征进行关联. 该研究表明了旋量

的几何特性与欧几里得群的矩阵表述对应, 并给出了依据对偶正交矩阵表

述的有限螺旋运动. Dai、Holland 和 Kerr (1995) 研究了串联机器人的有限位

移旋量表述与其有序合成与分解运算组合, 揭示了有限位移旋量的李群特

性. 由此机器人末端的运动可以由有序的有限位移旋量运算构成的合成有

限位移旋量表示, 这就给出了有限位移旋量的李群运算. Parkin (1990, 1992)

研究了有限位移旋量的表示以及与点 – 线表示的刚体有限螺旋位移轴线间

的相似构象. Huang (1995, 1997) 揭示了三阶运动链的有限位移旋量系及其

有限位移旋量的柱形面.

关于李群与刚体位移以及李代数与瞬时旋量的关联, Murray、Li 和 Sas-

try (1994) 给出了代数形式, Selig (2005) 明晰了这种关联, Dai (2012, 2014) 将

李理论与 Clifford 代数带入到旋量代数和理论运动学中.

本书旨在从本质上揭示这种关联, 明晰地展示以伴随矩阵表示的有限

位移旋量. 该部分给出的用来表示有限螺旋运动的有限位移旋量矩阵, 可用

于路径与轨迹规划. 图 1.1揭示了有限位移旋量与李群以及瞬时位移旋量与

李代数的内在关联关系.
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图 1.1 有限位移旋量与李群以及瞬时位移旋量与李代数之间的内在关联关系

1.5 旋量系及其关联关系理论

所有旋量的集合可构成一个由一组线性独立旋量生成的旋量系 S,其阶

数 n 可由旋量系的最大线性无关组确定.

对旋量系以及将其应用到理论运动学和动力学的研究可以追溯到 Ball

(1876, 1900) 对瞬时拟圆柱面的研究, 这一研究奠定了二阶旋量系分类的基

础. Dimentberg (1950, 1965) 研究了互易旋量系结构. Hunt (1967) 运用线丛

将旋量系与空间机构以及活动度关联起来. Waldron (1966, 1967) 在机构的

约束研究中, 从约束的接触几何特性出发研究两旋量系的特殊关系. 基于这

些研究, Gibson 和 Hunt (1990) 采用射影几何方法提出了旋量系分类, Rico

Martinez 和 Duffy (1992a, b, c) 采用正交空间与子空间理论研究了旋量系互

易特性并给出了旋量系的分类. 这些研究系统地给出了旋量系的表述.

旋量系的研究不可避免地引出了旋量系与其互易旋量系的关联关系.在

研究机构旋量系的过程中, 旋量系与其互易旋量系的关联关系即为串联与

并联机构中运动与力分析的关系. Dai 与 Rees Jones (2001) 首次采用集合论
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研究这一关联关系,提出了判断旋量系与其互易旋量系关联关系的引理、定

理与推论. 这一关联关系理论由一阶、二阶、三阶及高阶旋量系与其互易旋

量系的关系中推导而来, 并在互易旋量系导出之前就根据旋量系的几何特

征预测出旋量系间的关联关系, 由此提出了从 n 阶旋量系导出其 6− n 阶互

易旋量系的新方法.

这一方法采用旋量系与其互易旋量系的关联关系理论,给出互易旋量系

的零空间,从而判断给定旋量系的互易旋量系. Dai与 Rees Jones (2002, 2003)

的研究指出, 该零空间涵盖了机构与机械臂的运动与约束以及串并联的对

偶性. 他们进一步提出了移位分块和逐级增广方法, 从而建立了旋量系的多

维零空间3构造理论. 这些将在第六、第七与第八章中阐述, 其在运动几何学

与机构学中的应用将在第九章论述机构旋量系对偶性、机构与机器人的运

动与约束的过程中体现.

1.6 运动几何学与机构学

刚体位移及其相关理论的研究建立了机构与机器人系统研究的基础,有

助于发明能够完成对称与连续运动的新机构. 机构是具有固定杆件的连杆

系.连杆系是用于传递运动和力的运动刚体系.当 19世纪数学家们的注意力

开始转向物理世界时, 机构以其可动的几何特征吸引了不少数学家, 触发了

他们的灵感. 数学家的参与又推动了运动几何学与机构学的发展, 产生了发

掘连杆系丰富多彩特性的新方法. 典型的例子是法国数学家 Pierre Frédéric

Sarrus (1853) 发明的 Sarrus 连杆机构. Sarrus 连杆机构是世界上第一个将旋

转运动转换为准确的直线运动的连杆机构. 该连杆机构由两组运动副构成,

每组运动副包括三个相互平行的旋转副, 是世界上最早的过约束空间连杆

机构.

对机构的研究, 实质上是对运动的几何体的研究. 在研究向量微积分以

及画法几何学的过程中,法国数学家 Raoul Bricard (1897)对球体路径位移运

动的特殊兴趣促使其发现了灵活多面体, 由此发明了六个可动的六杆过约

束连杆机构, 包括三个可动的八面体连杆机构和三个分别具有对称于直线、

3零空间是矩阵的内核 (kernel), 指一个 n × k 线性方程组 AX = 0 的解向量构成的空
间, 也就是该方程组的解空间 (solution space). 这 n 个实数列向量 X 作为矩阵的内核构
成了欧几里得 n 维空间的线性空间, 称零空间.
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对称于平面与具有三面体形状的连杆机构 (Bricard, 1927). 对机构及其相应

的几何体对称性的研究使得连杆机构的研究更加引人入胜. 剑桥大学数学

讲师、英国皇家科学院院士 Geoffrey Bennett (1903) 在研究中提出了空间四

连杆机构, 命名为斜等值线连杆机构, Bennett 连杆机构的任一旋转轴均与

相邻两连杆垂直.该机构可动需满足三个条件,即相互对面的连杆长短一致,

相互对面的连杆两端的旋转轴夹角 (连杆扭曲角) 互为相反数, 且连杆扭曲

角的正弦值与轴线相邻两连杆的长度成比例关系.

机器可抽象为由能够通过特定运动生成几何曲面的基本元素即运动副

与连杆构成的运动链. 柏林技术大学教授 Franz Reuleaux 借助这些运动副

的运动约束成功地描述了机器的约束. 他注意到了机构拓扑的重要性, 首次

提出了一套严谨的机构拓扑描述符号. 基于此, 他进行了机构综合, 发表了

机器运动学专著 (Reuleaux, 1875). Reuleaux 在运动副与运动链研究领域中

做出的贡献使得他被后人誉为 “运动学之父”. 同一时期, 德国数学家与工程

师 Siegfried Heinrich Aronlold (1872) 和英国皇家科学院院士、伦敦大学学院

工程学讲席教授 Alexander BW Kennedy (1876) 提出了三刚体相对运动的三

瞬心共线定理, 适用于直接或间接连接的三刚体. 该定理反映出了刚体相对

运动的瞬心的内在固有特性, 是瞬时螺旋位移的纯转动特例.

瑞士雕塑家和几何学家 Paul Schatz (Heinz, 2008) 被柏拉图正多面体的

美妙和对称性所吸引, 于 1929 年发现了具有丰富几何内涵的可逆转立方体.

Schatz 进一步巧妙地将上述可逆转特性应用到工业搅拌机上, 并于 1942 年

将此 Schatz 连杆机构的应用申请了专利, 取名为 Turbula (Schatz, 1942). 这

一连杆机构是迄今为止唯一广泛应用于工业界的过约束连杆机构.

由于对机构存在浓厚的兴趣, Myard (1931)创造性地将一对 Bennett连杆

机构连接起来,并通过去除连接两 Bennett连杆机构的公共连杆,又将因此产

生的一对邻接连杆固结, 发明了对称于平面的过约束五连杆机构. Goldberg

(1943) 也采用同样的方法发明了一个过约束五连杆机构. 在后续研究中,

Altmann (1954) 提出了一个作为 Bricard 对称于直线连杆机构特例的六连杆

机构, Waldron (1968) 用两个 Bennett 连杆机构构建出一个六杆过约束连杆

机构, 使得任意两个具有单活动度的单环连杆机构可以在空间享用公共轴.

在有关连杆机构的研究中, 旋量代数作为理论与数学工具显示出了优

越性. 机构是机器人的骨架, 也是任意控制系统、视觉系统与机器人智能系
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统的载体, 这一理解已经被广泛接受. 同时, 由于机器人主体结构形式不一,

展示出串联或并联形式机构、平面或空间形式机构,或由这些机构组合而成

的其他形式机构.

以机构学为基础与核心的机器人学研究是复杂的系统研究, 涉及运动

学的位置与姿态分析及运动控制, 也包括可用作控制的约束分析以及用作

精度调整的刚度和柔度分析. 这就自然引出了本书第九章, 着重于机构与机

器人的约束与活动度, 以及机构旋量系与互易旋量系的关联关系.

1.7 本书概述

本书共由九章组成, 全面深入地阐述旋量代数及其几何基础与旋量系

理论及其关联关系, 并将这些理论应用到运动几何学以及多种典型的机构

与机器人中. 这九章应用直线几何、射影几何与仿射几何、旋量代数、四元

数、李群、李代数等数学理论阐述旋量理论的基本体系与核心内涵, 并揭示

刚体位移的固有特性以及其与有限位移旋量和李群的内在统一性. 本书探

讨旋量的互易性, 揭示旋量系与其互易旋量系的内在联系以及有限位移旋

量与李群的内在关联, 进而演示有限位移旋量矩阵的一维及多维零空间特

性. 该特性可进一步用于求解互易旋量系, 揭示有限位移旋量矩阵与李群的

关联. 本书最后阐述了旋量系的对偶性, 并采用旋量代数与旋量系理论揭示

经典机构的运动几何学特性及其固有属性.

本书第一章讲述并回顾直线几何、射影几何、旋量代数、有限位移旋

量、李群的内涵及其内在关联与历史发展,初步阐述这些理论与运动几何学

的联系.着重讲述旋量与有限位移旋量的各种表示方法以及与李群、李代数

的各种表示方法的关系. 之后, 本书第二章自然地从旋量代数与射影几何的

基础 —— 直线几何开始, 阐述点、线、面等基本几何元素的描述方法及其

不变性特征, 奠定旋量代数与旋量系理论的基础. 第三章从旋量的原始定义

出发, 将旋量作为代数形式的几何体, 以此阐述旋量代数的内涵与运算. 旋

量本质上是几何量, 是速度旋量与力旋量的几何载体, 该章以此阐述瞬时运

动学及静力学与李代数及李括号之间的对应关系, 从而引出旋量理论. 基于

旋量代数, 第四章运用 Chasles 运动与 Rodrigues 参数描述刚体运动, 进而揭

示 Hamilton 四元数及 Clifford 对偶四元数与刚体运动的关联, 从而给出有限

位移旋量与李群的关系. 这就自然地引出第五章, 给出基于李群 SE(3) 的有
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限位移旋量矩阵, 阐述有限位移旋量与李群作用的关系; 该章揭示了有限位

移旋量矩阵的特性及其分块后非对角线子矩阵特性, 非对角线子矩阵作为

有限位移旋量矩阵的副部, 可以产生出新的矩阵迹; 该章进一步求取位移矩

阵的特征旋量, 从而得到有限位移旋量, 并给出矩阵求导过程, 得到瞬时旋

量, 由此揭示了李群运算的实质内涵.

本书第六章引出旋量系的概念,阐述旋量互易性与独立性的几何与物理

含义, 揭示机构运动学与静力学中的旋量组合及其线性相关性. 这就自然过

渡到第七章的旋量与互易旋量理论, 给出旋量互易性的代数模型, 引入集合

论建立旋量系与互易旋量系关联关系的通用定理, 由此分析旋量系的一阶、

二阶、三阶及高阶系; 该章同时给出常见机构及抓举模型的旋量系. 第八章

阐述旋量系的一维与多维零空间结构, 介绍求取互易旋量系的移位分块与

逐级扩展方法; 该章进一步提出一种新的齐次线性方程组的求解法则, 并利

用该法则求解常见的齐次线性方程组. 这一求解法则与传统的 Gauss-Seidel

消元法相比, 拥有更高的精度和计算效率.

第九章阐述旋量理论在运动几何学中的演绎以及旋量系的对偶性, 即

速度旋量与力旋量的偶合关系以及串联、并联机构与抓持系统的偶合关系.

这一对偶关系可由机构输出杆件的运动与机构支链的关系体现出来, 尤其

在经典的 Sarrus 连杆机构以及在可展机构中的扩展 Sarrus 连杆机构中体现

出来. 该章阐述了 Schatz连杆机构运动旋量系,研究其零空间构成的约束旋

量系与求解方法, 给出了约束旋量系变化对约束力旋量分布的影响, 并分析

其运动机理.

本书拥有雄厚的数学基础、宽广的背景知识、严谨的分析推导和紧密

的实际运用, 可作为活跃在数学科学、理论运动学、机构学、机器人学、计

算机科学、控制理论以及自动化等领域的学者和学生的参考书或教材.
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Halphen, M. (1882) Sur la théorie du déplacement, Nouvelles Annales de Math., 3(1):

296-299.

Hamilton, W.R. (1844a) On quaternions or on a new system of imaginaries in algebra

(incl. Letter to Graves J.T., dated 17 October, 1843), Philosophical Magazine, 3rd

series, 25(163): 10-13.

Hamilton, W.R. (1844b) On a new species of imaginary quantities connected with a theory

of quaternions, Proceeding of the Royal Irish Academy, 2: 424-434.

Heinz, A. (2008) Development of mathematical imagination of 3-dimensional polyhedra

through history and inversions phenomena, Jupiter, 3, Verlag am Goetheanum,

Dornach/Switzerland.
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第二章 直线几何

旋转的轴线、平移的方向线以及力的作用线均可表示为三维空间中的

直线,即线矢量. 在三维空间中运动的机器人末端杆件可以等同于一条直线,

机器人的运动使这一条直线成为母线并绘出直纹面. 因此, 线矢量所代表的

直线是描述运动和力的基本几何元素. 由于旋量是具有旋距的线矢量, 所以

直线几何是旋量代数的基础, 是李代数 se(3) 的几何解释.

本章介绍直线几何的基本原理, 通过其表达式及数学公式, 研究直线几

何的特性以及不变性, 为后续章节的旋量代数和李代数奠定基础.

2.1 点、向量和直线的坐标

2.1.1 位置向量和姿态向量

如图 2.1 所示, 从坐标系原点 O 到点 P 的位置向量 r, 通常以向量形式

并采用列向量方式表示, 为

r = (rx, ry, rz)T (2.1)

同理, 自由向量可表示为

v = (vx, vy, vz)T



· 24 · 第二章 直 线 几 何

图 2.1 点的位置向量

单位向量可写为

l = (l, m, n)T (2.2)

该向量称为姿态向量1或直线的轴线. 图 2.2 中的向量 l 的方向可表示为

ϕ = arcsin n 和 θ = arcsin
m√

l2 + m2
= arcsin

m√
1− n2

(2.3)

2.1.2 线矢量

向量 l 的方向可以由式 (2.3) 确定, 但其位置不确定, 即 l 为自由向量.

如用位置向量 r 来确定向量 l 的位置, 则得到图 2.2 的线矢量.

图 2.2 直线的位置向量和姿态向量

1直线的姿态向量也称方向向量. 但在用直线表述刚体运动时, 常用姿态向量, 为了与
后面刚体运动描述一致, 与位置向量相对应, 此处采用姿态向量的说法.
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定义 2.1 向量所在的直线对原点 O 取矩可得线矢量的矢矩, 记为 l0,

即

l0 = r × l (2.4)

根据式 (2.1) 和式 (2.2) 给出的向量表示展开上式可得

l0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣

i j k

rx ry rz

l m n

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
ry rz

m n

∣∣∣∣∣ i−
∣∣∣∣∣
rx rz

l n

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣
rx ry

l m

∣∣∣∣∣ k = pi + qj + rk (2.5)

式中, 向量 i、j、k 为沿 x、y、z 轴线的单位向量.

定义 2.2 线矢量 L 为六维向量, 含主部与副部两部分, 也可称原部与

对偶部. 主部为线矢量的轴线 l, 副部为该轴线相对原点的矢矩 l0. 可写为

L =

(
l

l0

)
=

(
l

r × l

)
= (l, m, n, p, q, r)T (2.6)

注释 2.1 线矢量为依附在空间某一直线上的向量.

在线矢量中, 以下两个等式成立, 即

‖l‖ = 1 (2.7)

和

l · l0 = l · (r × l) = 0 (2.8)

式 (2.8)给出标量三重积2,并给出了直线的二阶约束. 在射影几何中,该

二次约束定义了五维射影空间的超二次曲面, 也称为 Klein 二次曲面. 三维

空间中的所有直线以及五维射影空间中的超二次曲面上的所有点均满足该

二阶约束,因此,可通过该二阶约束将三维空间中的直线映射为Klein二次曲

面上的点. 同时式 (2.7) 表明姿态向量 l 为单位向量. 由式 (2.7) 与式 (2.8) 可

见, 虽然线矢量为六维向量, 但独立变量只有四个, 这将在 2.7.1 节继续讨论.

2.1.3 Klein 型与 Klein 二次曲面

定义 2.3 设线矢量 L1、L2为六维向量空间R6中的元素, l1、l2与 l10、l20

分别表示两个线矢量的姿态向量和对坐标原点的矢矩, 则对于三维空间中
2标量三重积也称混合积.
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的任意线矢量 L1、L2, Klein 型可表示为

Kl (L1,L2) = l1 · l20 + l2 · l10 (2.9)

注释 2.2 在本章后面 2.8节的论述中,通过 Klein型可定义两条直线的

互矩. 在第三章讲述的旋量代数中, 通过 Klein 型可定义两个旋量的互易积.

可以证明, Klein型和第三章给出的 Killing型均为定义在六维向量空间R6 上

的双线性型.

定义 2.4 对于三维空间中的任意线矢量 L, 由式 (2.9)可知, Klein 型对

应的二次型为

Kl (L,L) = 2l · l0
由式 (2.8)可以得出

Kl (L,L) = 0

该式即为由 Klein 型的二次型定义的线矢量的自互易特性. 同时, 可将上式

视为五维射影空间中的二阶约束, 因此该式同时定义了五维射影空间中的

超二次曲面, 又称为 Klein 二次曲面 (Klein, 1878).

定义 2.5 超二次曲面是 d维空间的 d−1维超曲面,可用来描述二次多

项式零点的轨迹.

Klein 二次曲面对于一般的旋转和平移具有不变性. 三维空间中的直线

与五维射影空间中 Klein 二次曲面上的点均满足式 (2.8) 所示的二阶约束,

因此可将直线看作 Klein 二次曲面上的点 (Klein, 1878), 进而构成五维射影

空间中的四维向量空间, 本章后续将对此进行更深入的阐述. 对于线矢量的

六个坐标, 式 (2.7) 和式 (2.8) 提供了两个约束, 因此只有四个坐标相互独立.

换言之,确定线矢量的方向需要两个参量,确定其位置则需要另外两个参量.

例如, 给出直线与通过原点的平面之间的夹角及直线与该平面的交点与原

点之间的距离, 即可确定线矢量的位置.

关于射影几何及齐次坐标更为详细的阐述将在 2.3 节给出.

2.2 直线的向量方程

直线在空间的位置可由轴线 l = (l, m, n)T 上任意点的位置向量 r1 给定,

由此直线上任一点 P 都可表示为
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p = r1 + λl (2.10)

其中, λ 是任意实数. 如图 2.3 所示, 姿态向量 l 也可采用以下形式表示为通

过点 r 和 r1 的直线, 即

l = λ(r − r1) (2.11)

图 2.3 用两个位置向量描述的直线

如图 2.3 所示, 因为 r − r1 与 l 平行, 所以

(r − r1)× l = 0

变换上式得

r × l = r1 × l = l0 (2.12)

式中, l0 为直线相对原点 O 的矢矩. 该式表明式 (2.4) 给出的线矢量矢矩的

定义具有明确的几何意义, 同时向量 l 与 l0 满足式 (2.8) 所示的二阶约束.

用垂直于直线的位置向量 r0 替换位置向量 r 代入式 (2.12), 并在该式

两边同时叉乘姿态向量 l, 可得

l× (r0 × l) = l× l0

展开上式左边, 由向量三重积3得 (l · l)r0 − (l · r0)l, 并注意到 l 与 r0 正交,

有 l · r0 = 0, 所以

r0 =
l× l0
l · l (2.13)

3向量三重积也称为三重积.
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至此, 便得到垂直于直线的位置向量的坐标.

2.3 射影几何与齐次坐标

射影几何学研究在射影变换作用下保持不变的几何性质, 是几何学的

一个重要学科分支, 也称投影几何学. 射影几何是非度规形式的几何, 不基

于尺度的概念.

公理 2.1 在射影几何中 (Whitehead, 1907; Owens, 1909),存在以下公理:

(1) 任意一条直线上至少有三个不同点;

(2) 任意两个点 A 与 B 位于唯一一条直线 AB上;

(3)假定点 A、B 与点 C、D 不同,若线 AB 与 CD 相交,则线 AC 与 BD

相交.

在二维空间, 射影几何研究点与线的构形. 在多维空间, 射影几何研究

超平面和其他线性子空间的性质及其对偶特性.

射影几何学起始于公元 3 世纪希腊数学家 Pappus Alexandria 提出的连

接两组点产生 Pappus 六边形的 Pappus 理论. 这一理论构造了 Pappus 九点

九线图形, 指出任意一条线穿越三点, 任何一点是三条线的交点. Pappus 理

论是射影几何的第一个定理. 这一定理给出了无穷远处点即为两平行直线

交点的概念,由此引出了 16世纪与 17世纪德国数学家和天文学家 Kepler与

法国数学家和工程师 Desargues 创建的概念. 其概念引出了无穷远处直线为

连接这些无穷远处点构成的线的命题. 这一发展使射影几何真正成为一个

独立的学科. 19世纪初期经过法国数学家与工程师 Jean-Victor Poncelet及其

他人的努力, 使其完善为数学的一个分支.

射影几何里最基本的概念之一就是交比. 在平面射影几何里, 把点和直

线叫做互对偶元素,把 “过一点作一直线”和 “在一直线上取一点”叫做对偶

运算. 在两个图形中, 如果它们都是由点和直线组成, 把其中一图形里的各

元素改为它的互对偶元素,各运算改为它的对偶运算,就可获得另一个图形.

这两个图形叫做互对偶图形. 在空间射影几何中, 点和平面是互对偶元素,

直线是自对偶元素. 由此, 在平面或空间射影几何中, 一个命题叙述关于点、

直线和平面的位置, 若把各元素改为它的互对偶元素, 各运算改为它的对偶

运算, 就可得到另一个命题, 这两个命题称为对偶命题. 本章 2.9 节将详细讲
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述射影平面和四维空间的对偶性.

“齐次” 性是指坐标系数独立于空间位置. 1827 年德国数学家和理论天

文学家 August Ferdinand Möbius创建了 “齐次坐标”,从此射影几何学进入了

现代数学之列. 如图 2.4 所示, 一般可用欧氏空间4 z = 1 处的投影面5阐明射

影几何的基本思想.

图 2.4 射影平面

定义 2.6 齐次坐标也称射影坐标, 是一组类似于欧氏空间的笛卡儿坐

标的射影空间坐标, 可用有限值表示包括无穷远点在内的所有点.

齐次坐标公式通常比笛卡儿坐标简单, 并具对称性. 在欧几里得三维空

间中取方程为 z = 1 的平面 π, 所有起始于原点且不在 x − y 平面内的直线

都与平面 π 相交. 对于任意一个 z 6= 0 的向量 (x, y, z)T, 在平面 π 上都有唯

一的点 (xp, yp)T 与之对应. 由此, 该向量的第三个坐标 z 只是模长比例因子,

且每一条以原点为起点的直线在射影平面 π 上都对应着点 (x/z, y/z, 1)T. 欧

氏空间向量 (x, y, z)T 在这标准嵌入射影平面 π 即 z = 1 上, 成为点 (x, y, 1)T.

任意过原点且平行于 z = 1处平面 π 的直线都可被射影为无穷远处的点, 表

示为 (x, y, 0)T,这就构建了与三维空间中过原点的所有直线对应的二维射影

表示.

4欧氏几何学是研究平面或空间几何图形的一些不变性质的几何学. 欧氏空间是满足
可依据距离和角表达的具有特定联系的点、线、面所组成的集合, 并可通过一系列有序
的平移和旋转把一个图形变换成另一个图形. 欧氏空间是一个特别的度量空间, 当一个
线性空间定义了内积运算之后它就成为了欧氏空间.

5该平面也称标准嵌入平面.
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空间中的点可以由齐次坐标的形式在三维射影空间 P3 表示为 (x, y, z,

d)T, 此处 d 为比例因子, 并可将其简化为单位 1, 表示射影空间中的一个缩

放比值. 如果直线不经过原点, 但过任意两点 (x1, y1, z1, d1)T 和 (x2, y2, z2,

d2)T, 则可表示为 (x1 − x2, y1 − y2, z1 − z2, d1 − d2)T, 这就形成了向量空间的

四维子空间, 也是线矢量空间.

定义 2.7 n 维射影空间 Pn 是空间 Rn+1 中所有过原点 0 = (0, · · · , 0)T

的直线的集合,是基于等价关系的 Rn+1 空间的商空间,即 Pn := (Rn+1\{0})/
(R\{0}), 其等价关系为 (x0, · · · , xn)T = (λy0, · · · , λyn)T, 其中 λ ∈ R\{0} 是任
意非零常数.

2.4 平面方程与平面坐标

2.4.1 平面向量方程与平面坐标表示

如图 2.5所示,空间经点 r1 = (x1, y1, z1)T、具有法向量 n = (A,B, C)T 的

平面可表示为如下的向量形式:

(r − r1) · n = 0 (2.14)

式中, 点r = (x, y, z)T 为该平面上的任意一点. 上述方程可进一步表示为

r · n + D = Ax + By + Cz + D = 0 (2.15)

式中

D = −r1 · n = −Ax1 −By1 − Cz1 (2.16)

在满足 A、B 及 C 不全为零的条件下, 阵列 (A, B, C, D) 即为上述平面

的齐次坐标.该平面到原点的距离可由过原点且与平面正交的向量 r0 确定.

鉴于 r0 与 n 平行, 有

r0 × n = 0 (2.17)

用正交向量 r0 代替式 (2.14) 中的 r, 类似式 (2.15), 可以得到

r0 · n = −D (2.18)
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图 2.5 由空间中一点及法向量确定的平面

由此可见, D 表示该平面到参考系原点 O 的垂直距离. 当 D = 0 时, 由

式 (2.15), 得

Ax + By + Cz = 0

此时, 该平面通过原点 O. 由上式不难发现, 当 A = B = 0 时, 原平面表示平

面 x − y, 齐次坐标为 (0, 0, C, 0)T. 同理, 平面 x − z 的齐次坐标为 (0, B, 0,

0)T, 平面 y − z 的齐次坐标为 (A, 0, 0, 0)T.

空间任意平面可用以齐次坐标 (x1, y1, z1, w1)T 表示的空间点和具有四

个参量的法向量 (A,B, C, D)T 表示.

2.4.2 三点确定的平面坐标

向量方程式 (2.14)可变换为通过平面上不共线三点 r1、r2 及 r3 的形式.

其中任意两个向量的差, 如 r2 − r1 和 r3 − r1, 都在上述平面 π 上或与平面

平行. 所以, 可以得到平面法向量为 n = (r2 − r1) × (r3 − r1), 进而式 (2.14)

可写为

(r − r1) · ((r2 − r1)× (r3 − r1)) = 0 (2.19)

由此得到类似于式 (2.10) 的含有两个参数的平面方程为

p = r1 + λ1(r2 − r1) + λ2(r3 − r1) (2.20)

这三点 r1、r2 和 r3 可以构造下列矩阵:



x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1
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上述矩阵给出下列平面的四个标量坐标, 为

A =

∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 z1 1

y2 z2 1

y3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
, B =

∣∣∣∣∣∣∣∣

z1 x1 1

z2 x2 1

z3 x3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣

C =

∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 1

x2 y2 1

x3 y3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
, D = −

∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.21)

不难得出结论, 经过三点 r1、r2、r3 的平面可由上述四个行列式确定. 这就

给出了平面方程的矩阵形式



x y z 1

x1 y1 z1 1

x2 y2 z2 1

x3 y3 z3 1




该矩阵对应于

Ax + By + Cz + D = 0

比例 A : B : C : D 确定了无限延伸的平面的空间位姿, 其中, 参数 A、B、C

是平面方程矩阵形式的符号行列式, 其绝对值分别是以向量 r1、r2、r3 的端

点形成的三角形在相应的坐标平面内的投影面积的 2 倍, 标量 D 的绝对值

则是由向量 r1、r2、r3 的端点及原点构成的四面体体积的 6 倍.

2.5 两点确定的直线方程及其射线形式的 Plücker 坐标

三维空间中任意直线可以看做由两点连接而成. 假设空间两点为 r1 =

(x1, y1, z1)T 和 r2 = (x2, y2, z2)T, 该两点的坐标确定一条直线, 可用直线的射

线形式的 Plücker 坐标表示.

定理 2.1 直线的 Plücker 坐标可由 Grassmann 行列式 (Klein, 1939) 的

六个 2×2行列式即子行列式给定, 依次为 p01、p02、p03、p23、p31、p12, 这些坐

标可由下列矩阵求得: [
1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

]
(2.22)
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上述矩阵可给出六个Grassmann子行列式以表示直线的 Plücker坐标 (Plücker,

1865) l、m、n 及 p、q、r.

证明 已知空间两点 r1=(x1, y1, z1, w1)T 和 r2 = (x2, y2, z2, w2)T, 则直

线的姿态向量可写为

l = r2 − r1 (2.23)

由此, 可得到姿态向量 (l, m, n)T 的三个标量坐标, 其中

l =

∣∣∣∣∣
w1 x1

w2 x2

∣∣∣∣∣ = w1x2 − w2x1 = p01

令比例因子 w1 和 w2 为 1, 上式变换为

l =

∣∣∣∣∣
1 x1

1 x2

∣∣∣∣∣ = x2 − x1 = ‖l‖ cos ϕ cos θ = p01 (2.24)

式中, ϕ 与 θ 的含义如图 2.6 所示. 同理

m =

∣∣∣∣∣
1 y1

1 y2

∣∣∣∣∣ = y2 − y1 = ‖l‖ cos ϕ sin θ = p02 (2.25)

n =

∣∣∣∣∣
1 z1

1 z2

∣∣∣∣∣ = z2 − z1 = ‖l‖ sinϕ = p03 (2.26)

坐标分量 l、m、n 是连接 r1 到 r2 的线段在坐标轴上的投影, 如图 2.6 所示.

由此得到直线的姿态向量 (l, m, n)T. 该姿态向量对原点取矩得

p = ‖l‖ sinϕy2 − ‖l‖ cos ϕ sin θz2 = (z2 − z1)y2 − (y2 − y1)z2

= y1z2 − y2z1 =

∣∣∣∣∣
y1 z1

y2 z2

∣∣∣∣∣ = p23 (2.27)

q = ‖l‖ cos ϕ cos θz2 − ‖l‖ sinϕx2 = (x2 − x1)z2 − (z2 − z1)x2

= x2z1 − x1z2 =

∣∣∣∣∣
z1 x1

z2 x2

∣∣∣∣∣ = p31 (2.28)

r = ‖l‖ cos ϕ sin θx2 − ‖l‖ cos ϕ cos θy2 = (y2 − y1)x2 − (x2 − x1)y2

= x1y2 − x2y1 =

∣∣∣∣∣
x1 y1

x2 y2

∣∣∣∣∣ = p12 (2.29)

由此, 六个子行列式给出了空间直线的 Plücker 坐标. 定理得证.
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图 2.6 直线的 Plücker 坐标

直线的 Plücker 坐标是一组六维齐次坐标, 可由式 (2.22) 从一条直线上

的两个不同点的齐次坐标得出. 这给出了五维射影空间 P5 的六个齐次坐标

分量. 由定义 2.7, 用任意非零标量与全部齐次坐标分量相乘, 都得到相同

的点. 因此, 三维空间的任意一条直线都确定了射影空间 P5 中的唯一点,

这些点的集合即构成了式 (2.8) 定义的 Klein 二次曲面, 即五维射影空间的

超二次曲面. 该曲面给出了直线的四维向量空间. 无穷远处的直线可视为

由 l = m = n = 0 所定义的二维射影平面上的点.

用六个坐标分量表示空间直线的概念由 Cayley 第一次提出 (Cayley,

1860). 在该六维坐标中, p、q、r 是图 2.6 中三角形 OAP1 在相应的坐标

平面的投影面积的 2倍. 同时,比例式 l : m : n : p : q : r 中的五个比值对线段

长度的任意变化和方向的改变具有不变性. 图 2.6说明了六个坐标分量的几

何意义.

因此, 直线方程可通过该直线上两点 (x1, y1, z1, d1)T 和 (x2, y2, z2, d2)T

的坐标给定, 用 π = (A, B, C, D)T 表示平面的法向量即未知数, 可得到直线

方程, 为

[
x1 y1 z1 d1

x2 y2 z2 d2

]



A

B

C

D




=

(
0

0

)
(2.30)
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定义 2.8 当直线的 Grassmann行列式由两点确定时,直线的 Plücker坐

标为射线坐标. 当直线的 Grassmann 行列式由两平面确定时, 直线的 Plücker

坐标为轴线坐标.

轴线坐标的详细阐述由下一节引出.

2.6 两平面交线确定的直线方程及其轴线形式的 Plücker 坐标

三维空间中任意直线也可以看作由两平面相交而成,可用两个线性方程

构成的方程组表示. 两个线性方程分别描述两个平面, 而直线由两个平面确

定. 由此, 确定一条直线, 需要给出两个描述平面的阵列, 即 π1 = (A1, B1, C1,

D1)T 和 π2 = (A2, B2, C2, D2)T. 将直线上任意一点记为 r = (x, y, z, w)T, 则

两平面相交形成的直线可写为

[
A1 B1 C1 D1

A2 B2 C2 D2

]



x

y

z

w




=

(
0

0

)
(2.31)

鉴于平面 π1 与 π2 线性无关, 上式中 2× 4 系数矩阵的秩为 2. 以矩阵每

两列为基本单元, 可构造出六个各不相同的 2 × 2 子式, 其对应行列式的值

恰为线矢量 L 的 Plücker 直线坐标. 如前所述, Plücker 坐标为齐次坐标.

这类 Plücker 坐标为轴线坐标, 标注为 L、M、N、P、Q 和 R, 由式 (2.31)

给出的 Grassmann 行列式顺序表示, 即

P = P01 =

∣∣∣∣∣
D1 A1

D2 A2

∣∣∣∣∣ , Q = P02 =

∣∣∣∣∣
D1 B1

D2 B2

∣∣∣∣∣ , R = P03 =

∣∣∣∣∣
D1 C1

D2 C2

∣∣∣∣∣ (2.32)

以及

L = P23 =

∣∣∣∣∣
B1 C1

B2 C2

∣∣∣∣∣ , M = P31 =

∣∣∣∣∣
C1 A1

C2 A2

∣∣∣∣∣ , N = P12 =

∣∣∣∣∣
A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣∣ (2.33)

对应于 2.5节,这给出了直线的轴线坐标,其中 L、M、N 为主部, P、Q、R

为副部.可以证明,上述六个坐标满足式 (2.8)所示的二阶约束. 综上所述,一

条直线的六个齐次坐标可以很好地用两个简化平面的交线表示, 这在下节

具体叙述.
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2.7 射线坐标与轴线坐标的固有属性与对偶性

以上两节分别讨论了采用两类 Plücker 坐标定义直线的原理. 第一类将

直线视为两空间点的连线, 这类 Plücker 坐标称为射线坐标; 第二类则将直

线视为两平面的交线, 这类 Plücker 坐标称为轴线坐标. 任意给定的直线均

可由射线坐标或轴线坐标两种形式定义, 且这两种坐标具有相关性. 下面将

具体推导二者的关系.

2.7.1 直线坐标的参数关系

以 z 为中间参量, 一条直线的参数方程可以表示为下面两平面的交线

π1 : x = rz + ρ (2.34)

π2 : y = sz + λ (2.35)

式中, r 为平面 π1 在 x-z 平面上交线的斜率, ρ 为其交线在 x 轴上的截距; s

为平面 π2 在 y-z 平面上交线的斜率, λ 为其交线在 y 轴上的截距. 两平面的

空间位置关系如图 2.7 所示.

图 2.7 两平面相交形成的直线

四个数值 (r, s, ρ, λ)能够唯一确定式 (2.34)与式 (2.35)所示平面 π1与 π2

相交得到的直线, 也给出了直线轴线坐标的参数. 合并两式得

ry − sx = rλ− ρs = ς (2.36)
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上式为四个参量的二阶关系表达式, 其中 ς 为直线的综合参数.

同时, 直线的射线坐标可以由直线上任意两不重合点的坐标 r1 = (x1,

y1, z1)T 与 r2 = (x2, y2, z2)T 给出, 由式 (2.34) 和式 (2.35) 可推导出下面的直

线 Plücker 坐标参数关系式:

λ : ρ : ς : r : s : 1 = (y1z2 − y2z1) : (x1z2 − x2z1) : (x2y1 − x1y2)

: (x2 − x1) : (y2 − y1) : (z2 − z1)

= p : q : r : l : m : n (2.37)

2.7.2 直线表示形式的对偶性

对于一条连接两点 r1 和 r2 且位于平面 π1 与 π2 交线上的直线, 有下述

四个关系式成立. 当直线作为平面 π1 = (A1, B1, C1, D1)T 和 π2 = (A2, B2,

C2, D2)T 的交线且通过任意点 r = (x, y, z, w)T 时, 直线方程可表示为两平面

交线, 即式 (2.31). 在此交线上, 取点 r1 = (x1, y1, z1, w1)T 时, 该点与两平面

的关系式为

A1x1 + B1y1 + C1z1 + D1w1 = 0 (2.38)

A2x1 + B2y1 + C2z1 + D2w1 = 0 (2.39)

在直线方程式 (2.31) 中, 取不同于 r1 的点 r2 = (x2, y2, z2, w2)T, 可得到

点 r2 与两平面 π1 和 π2 的关系式

A1x2 + B1y2 + C1z2 + D1w2 = 0 (2.40)

A2x2 + B2y2 + C2z2 + D2w2 = 0 (2.41)

借助这四个关系式, 可以产生直线的两种描述形式. 将式 (2.38) 和式 (2.39)

中的 r1 点由任意点 r 取代, 则产生直线的第一种描述方式, 为平面 π1 与平

面 π2 的交线, 得出式 (2.31) 基于轴线坐标描述方式的矩阵形式. 此时, 点坐

标为直线上的任意点.

第二种描述形式是将直线视为通过两空间点的射线. 将式 (2.38) 和式

(2.40) 中平面 π1 用任意平面 π 取代, 由此这两个方程描述平面 π 内通过

点 r1 和 r2 的连线. 也可以将式 (2.39) 和式 (2.41) 中的平面 π2 用任意平

面 π 取代, 由此这两个方程描述平面 π 内通过点 r1 和 r2 的连线. 由此得出
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式 (2.30) 基于射线坐标描述方式的矩阵形式. 此时, 平面坐标为通过直线上

的任意平面.

由此,对于同一直线,上述四个方程给出了两种不同的数学表示形式,下

文将推导其关联关系及对偶性.

2.7.3 射线坐标与轴线坐标对偶定理

定理 2.2 线矢量的轴线坐标与射线坐标的主部与副部分别呈线性比

例关系, 为

P01

p23
=

P02

p31
=

P03

p12
(2.42)

P23

p01
=

P31

p02
=

P12

p03
(2.43)

式中, P23、P31 和 P12 为直线的轴线坐标主部, P01、P02 和 P03 为直线的轴线

坐标副部; p01、p02 和 p03 为直线的射线坐标主部, p23、p31 和 p12 为直线的射

线坐标副部.

证明 对于式 (2.38) 与式 (2.39), 消去比例因子 w1, 得

(A1D2 −A2D1)x1 + (B1D2 −B2D1)y1 + (C1D2 − C2D1)z1 = 0 (2.44)

不难发现,当等式两边同时乘以 −1,上式的系数正是式 (2.32)所示的轴

线坐标 P01、P02 和 P03, 因此上式可变换为

P01x1 + P02y1 + P03z1 = 0 (2.45)

式中, 坐标分量 P01、P02 和 P03 构成轴线坐标的副部.因此, 上式描述了直线

的轴线坐标的副部与点 r1 = (x1, y1, z1, w1)T 的线性关系.同理,联立式 (2.40)

和式 (2.41), 并消去比例因子 w2, 即得到

P01x2 + P02y2 + P03z2 = 0 (2.46)

上式描述了直线的轴线坐标的副部与点 r2 = (x2, y2, z2, w2)T 的线性关系.

联立式 (2.45) 和式 (2.46) 并消去 P02, 则有

P01(x1y2 − x2y1) + P03(y2z1 − y1z2) = 0 (2.47)
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上式包含了空间直线上任意两点 r1 与 r2 间的代数关系. 实际上, 式 (2.47)

中由 r1 和 r2 的坐标构成的 P01 与 P03 的系数, 恰好为式 (2.27) 和式 (2.29)

所示的射线坐标 p23 和 p12, 因此得到

P01

P03
=

y1z2 − y2z1

x1y2 − x2y1
=

p23

p12
(2.48)

其中, p23 与 p12 是射线坐标副部的两个分量.

同理, 式 (2.45) 乘以 x2 减去式 (2.46) 乘以 x1, 得

P02(x2y1 − x1y2) + P03(x2z1 − x1z2) = 0 (2.49)

类似式 (2.47),上式也包含了空间直线上任意两点 r1 与 r2 间的代数关系,根

据式 (2.28) 和式 (2.29), 可在式 (2.49) 中引入直线的射线坐标 p31 和 p12, 即

P02

P03
=

x2z1 − x1z2

x1y2 − x2y1
=

p31

p12
(2.50)

综上, 由式 (2.48) 和式 (2.50), 即得式 (2.42). 至此, 直线的轴线坐标与射线坐

标的副部之间的关系得以导出. 定理第一部分得证.

通过类似的推导过程, 可以得到直线的轴线坐标与射线坐标的主部之

间的关系. 首先, 消去式 (2.38) 和式 (2.40) 中的比例因子 D1, 得到平面 π1 内

通过已知两点的方程. 将式 (2.33) 所示的轴线坐标主部代入, 可推导出射

线坐标的主部与平面 π1 间的线性关系. 用同样的方法即可得到射线坐标的

主部与平面 π2 间的线性关系. 接着, 将式 (2.33) 所示的轴线坐标代入, 即得

式 (2.43). 定理第二部分得证.

2.7.4 射线坐标与轴线坐标对偶关系

同一直线的射线坐标与轴线坐标有下列关系:



p01

p02

p03

p23

p31

p12




=




0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0







P01

P02

P03

P23

P31

P12




(2.51)

写为下列简略形式:

p = ∆P (2.52)
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式中

p = (p01, p02, p03, p23, p31, p12)T (2.53)

P = (P01, P02, P03, P23, P31, P12)T (2.54)

同时

∆ =

[
0 I

I 0

]
(2.55)

是对偶算子. 由此,对偶算子完成了射线坐标与轴线坐标的互换.根据矩阵 ∆

的运算性质, 式 (2.52) 又可写成

P = ∆p

由上述分析及定理 2.2 可知, 射线坐标与轴线坐标具有对偶关系.

推论 2.1 直线的射线与轴线坐标可统一于下列代数关系式:

p01 : p02 : p03 : p23 : p31 : p12 = P23 : P31 : P12 : P01 : P02 : P03 (2.56)

证明 由式 (2.43) 或式 (2.51), 得

p01 : p02 : p03 = P23 : P31 : P12 (2.57)

又由式 (2.42) 或式 (2.51), 得

p23 : p31 : p12 = P01 : P02 : P03 (2.58)

式 (2.57) 除以式 (2.58), 有

p01 : p02 : p03

p23 : p31 : p12
=

P23 : P31 : P12

P01 : P02 : P03

由此可得

p01 : p02 : p03 : p23 : p31 : p12 = P23 : P31 : P12 : P01 : P02 : P03

在以上推理证明中考虑直线为单位线矢量. 推论得证.
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2.8 互矩不变性及两直线的交点

在旋量代数中, 线矢量 L1 可表示为 (lT1 , lT10)
T = (lT1 , (r1 × l1)T)T; 同理,

对于线矢量 L2,有 (lT2 , lT20)
T = (lT2 , (r2× l2)T)T,二者的空间位置关系如图 2.8

所示.

图 2.8 空间交错的两直线

定义 2.9 互矩为两线矢量的互易积, 也称相互不变量, 被 Ball 定义为

虚参数. 线矢量 L1 与 L2 的互矩可写为

L1 ◦L2 = l1 · l20 + l2 · l10 = l1 ·(r2 × l2)+ l2 ·(r1 × l1) = ((r2 − r1)× l2) · l1 (2.59)

定理 2.3 线矢量互矩为不变量.

证明 两线矢量不相交时, 用标量 d 及相应的单位向量 s12 表示两线矢

量公法线的距离和方向, ϕ 表示两线矢量的夹角. 如图 2.8 所示, r1 与 r2 两

点间的距离可表示为

r2 − r1 = λ1l1 + ds12 − λ2l2

由此, 式 (2.59) 所示的互矩可改写为

((r2 − r1)× l2) · l1 = ((λ1l1 + ds12 − λ2l2)× l2) · l1
= d(s12 × l2) · l1 = −ds12 · (l1 × l2)

= −ds12 · s12 sinϕ (2.60)



· 42 · 第二章 直 线 几 何

注意到 s12 为单位向量, 上式为

((r2 − r1)× l2) · l1 = −d sinϕ (2.61)

因此, 式 (2.59) 中的互矩可表示为

l1 · l20 + l2 · l10 = −d sinϕ (2.62)

由此不难得出, 线矢量的互矩与向量 l1 和 l2 的具体坐标无关, 只取决

于二者的相互位姿, 是相互不变量. 定理得证.

推论 2.2 当 d = 0 时, 两线矢量交于一点; 当 sinϕ = 0 时, 二者相交于

无穷远处, 即平行.

以上两种情况下, 互矩即虚系数均为零. 综上所述, 空间两直线间的最

短距离与其夹角的正弦值之积的相反数, 即为两直线的互矩.

为研究两直线相交, 设直线 L1 过点 p1 = (x1, y1, z1, w1)T 和 p2 = (x2,

y2, z2, w2)T, L2 过点 q1 = (x′1, y′1, z′1, w′1)
T 和 q2 = (x′2, y′2, z′2, w′2)

T. 当 L1

与 L2 相交时, 该四点共面. 将该平面记作 π, 上述四点与平面 π = (A, B, C,

D)T 的关系可表示为 


pT
1

pT
2

qT
1

qT
2







A

B

C

D




= 0 (2.63)

由于该四点共面, 其坐标构成的系数矩阵是奇异的, 即行列式为零, 可

写为 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x1 y1 z1 w1

x2 y2 z2 w2

x′1 y′1 z′1 w′1
x′2 y′2 z′2 w′2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0 (2.64)

对上式中的行列式按第一行作拉普拉斯展开, 并对得到的三阶余子式

作进一步展开;将比例因子 w1, w2, w′1, w′2 取为单位 1,用式 (2.24)至式 (2.29)

所示的直线 L1 与 L2 的射线坐标形式的 Plücker 坐标取代展开得到的 2× 2

余子式, 可推导出下列两直线互矩的式子, 即

p01q23 + p02q31 + p03q12 + p12q03 + p31q02 + p23q01 = 0 (2.65)
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式中, pij 表示直线 L1 的射线形式的 Plücker坐标; qij 表示直线 L2 的射线形

式的 Plücker 坐标. 式 (2.65) 可简化为向量形式

l1 · l20 + l2 · l10 = 0 (2.66)

此时, 有

L1 = (lT1 , lT10)
T = (p01, p02, p03, p23, p31, p12)T (2.67)

L2 = (lT2 , lT20)
T = (q01, q02, q03, q23, q31, q12)T (2.68)

若两直线重合, 即 L1 ≡ L2, 则式 (2.65) 可化简为

p01p23 + p02p31 + p03p12 = 0

此即式 (2.9) 所示的直线的约束方程, 可给出二阶约束.

定理 2.4 两直线相交的充分必要条件是互矩为零, 有

LT
1 ∆L2 = 0 (2.69)

根据式 (2.62) 可以证明该定理.

2.9 射影平面与四维空间的对偶性

平面射影几何学中, 对偶性 (Bennett, 1925)是点与直线在射影变换中保

持的关联特性. 这可用点与直线的相似性说明, 即两直线的交点与连接两点

的直线具有相同的描述形式与方程.

如图 2.9 所示, 给定射影平面内的一条直线 L 和过原点并正交于 L 的

直线 L′, 则原点另一侧位于直线 L′ 上的点 P 为与 L 具有对偶关系的点, 该

点到原点的距离与 L 相对原点的距离呈倒数关系.

在空间射影几何学中, 一般用齐次坐标 (x, y, z, w)T 和 (A, B, C, D)T 分

别描述点与平面, 二者具有如下关系:

Ax + By + Cz + Dw = 0 (2.70)

有趣的是, 从点坐标与面坐标两个角度看, 此方程在形式上是对称的, 同时

还具有点在平面上与平面通过该点双重含义. 这也进一步描述了点与平面
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图 2.9 射影平面内直线与点的对偶性

间的关联特性. 由此, 三点决定一个平面的命题就与三个平面决定一点的命

题是对偶的. 更进一步,直线是自对偶结构, 其意义在于: 一条直线上的点系

和通过直线的平面系是对偶的. 例如, 两点决定一条直线的命题与两平面决

定一条直线的命题是对偶的. 又如, 平面内两直线交于一点的命题与两直线

通过一点即是位于一个平面上的命题也是对偶的. 因此, 如果给定平面的齐

次坐标 (A, B, C, D)T 为定值,平面上点 (x, y, z, w)T 的运动轨迹将始终限制

在该平面内. 反之, 如果给定一点的齐次坐标 (x, y, z, w)T 为定值, 则 (A, B,

C, D)T 取不同的数值可以表示过该定点的全部平面. 这样, 以直线为媒介,

平面与点也是三维空间中的互对偶元素.

定义 2.10 以 P 代表点簇, L 代表线簇, 则射影平面 C = (P, L, I) 通过

关联结构 I 可以映射到其对偶平面 C∗ = (P, L, I∗); 由此点簇映射到线簇, 而

线簇映射到点簇;点组成的平面与线组成的平面是一致的. 此即平面对偶性.

将之推广, 表征射影空间中几何元素间关联关系的特征, 即为射影几何学对

偶性.

因此, 式 (2.70) 建立了点与平面间的基本关联关系, 并且点的坐标与平

面的坐标的形式是对称的. 借助于这种对偶性, 如果基于点的概念给出某几

何学问题的解, 则可以方便地给出基于平面概念的等效解.
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2.10 直线系

2.10.1 线丛

直线线丛为与一中心轴线相交的空间直线簇. 当中心轴线的六维坐标

不满足式 (2.8)所示的二阶约束,即下一章介绍的旋距为非零时,中心轴线同

时给出了具有旋距并绕轴线的螺旋线. 坐落在与螺旋线垂直的所有平面且

与螺旋线相交的所有直线构成线丛. 由此, 在一个与螺旋线垂直的平面上,

所有从属于该线丛的直线构成线束.

定义 2.11 坐标为 (l, m, n, p, q, r)T 且与旋距为非零的轴线 L = (a, b,

c, d, e, f)T 满足式 (2.66) 所示互矩为零条件的一系列直线构成以 L 为轴线

的直线系, 称为线丛, 标注为 Γ , 即

Γ ≡ dl + em + fn + ap + bq + cr (2.71)

通过某一般点的直线簇均位于一个平面内, 反之, 在某一般平面内的直

线簇均通过一定点. 需要注意的是,这里提到的直线簇仅是线丛中的一部分.

当线丛的轴线 L 为直线时, 可得到一种特殊线丛. 所有与轴线 L 相交

的直线均属于该线丛. 与式 (2.66) 类似, 此时式 (2.71) 成为该线丛轴线与所

有直线的互矩公式.

线丛实质上为直线构成的三维子空间. 在笛卡儿几何学中, 特殊线丛包

括了所有与线丛轴相交的直线, 或者所有与线丛轴平行的直线.

2.10.2 线汇和线列

当特殊线丛 Γ1 和 Γ2 各自定义的轴线相交时, 所有与两条轴线相交的

直线构成了直纹曲面, 即构成了直线线汇的二维空间.

定义 2.12 同时满足两个式 (2.71)所示的方程的直线簇称为线汇,可表

示为

Γi ≡ dil + eim + fin + aip + biq + cir, i = 1, 2 (2.72)

式 (2.72)定义了线汇的概念, 也可称作射线簇. 根据式 (2.72)不难发现, 线汇

由两个线丛所共有.
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定义 2.13 同时满足三个式 (2.71) 所示的方程的直线簇称为线列. 线

列表示的一系列直线可生成规则的二次直纹曲面.
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旋量是含旋距的线矢量, 为几何量, 也是李代数中通过原点的射线, 是

射影李代数 se(3) 的元素. 旋量集合构成五维射影空间. 速度旋量是附有速

度幅值的旋量, 用以描述刚体关于旋量轴线的运动, 是李代数 se(3) 的元素.

速度旋量可表示为六维的李代数 se(3) 的伴随表示, 与 R6 同构. 力旋量是附

有力幅值的旋量, 是对偶李代数 se∗(3) 的元素. 与速度旋量构成互易关系的

力旋量常表示为 R6 中向量空间 se∗(3) 的向量. 旋量代数实质上是一门以向

量代数理论为研究工具, 以上述几何体及特殊欧氏群 SE(3) 的李代数的子

代数为研究对象的数学分支.

在第二章的基础上, 本章将首先介绍旋量的概念以及旋量以六维向量

和对偶向量形式的一系列运算规则; 之后, 介绍基于 Mozzi 瞬轴的速度旋量

和基于 Poinsot 中心轴的力旋量; 接着, 进一步讨论旋量理论中瞬时运动学

与静力学在数学形式上的对应性, 并介绍旋量的互易性; 最后, 介绍李代数

及其表示和李括号.

3.1 旋量

3.1.1 旋量的概念

带有旋距要素的线矢量即为旋量. 如式 (2.9) 所示, 线矢量的自互矩为
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零,但旋量考虑旋距后其自互矩不再为零. 因此线矢量 L和旋距 h相结合后

即可得到旋量. 旋量的六维向量形式为

S =

(
l

r × l + hl

)
(3.1)

式中, 旋距 h 为副部在主部的投影; l 为线矢量 L 的姿态向量, 如式 (2.2) 所

示, 其方向可由式 (2.3) 确定; 向量 r 则为如式 (2.1) 的姿态向量 l 的位置向

量, 如图 3.1. 姿态向量 l 也为旋量的轴线.

图 3.1 旋量轴线及其位置向量

定义 3.1 旋量是一个几何体, 可用由一对三维向量构成的六维向量表

示, 写为

S =

(
s

s0

)
=

(
s

r × s + hs

)
= (sx, sy, sz, sx0, sy0, sz0)T

= (l, m, n, p, q, r)T (3.2)

式中, s 是由式 (2.2) 的姿态向量 l 表示的旋量的轴线.

采用射线坐标时, 表示旋量的第一个三维向量对应于研究空间刚体运

动中的力、角位移与角速度, 第二个三维向量对应于空间刚体受到的力矩、

线位移与线速度.旋量由 Plücker坐标在空间定义的线矢量构成与延伸,包括

沿线矢量的向量、该线矢量的矢矩以及旋距. 简言之, 旋量是具有旋距的线

矢量, 一般为单位线矢量加上旋距. 但也常考虑到带幅值的非单位旋量, 即

为速度旋量与力旋量.
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定义 3.2 旋量的代数形式包括两部分, 旋量的轴线向量 s = (sx, sy,

sz)T 为主部,也称原部;用于确定轴线位置与旋距的向量 s0 = (sx0, sy0, sz0)T

为副部, 也称对偶部.

3.1.2 旋量的参数

将旋量的主部与副部作标量积, 可得

s · s0 = s · (r × s) + hs · s (3.3)

由此可推导出旋量的旋距表达式.

定义 3.3 旋距为旋量副部在主部上的投影与主部模长的比值, 表示为

h =
s · s0

s · s (3.4)

当旋量为单位旋量时, 旋距是旋量副部在主部上的投影. 它的物理意义

是当物体做螺旋运动时, 物体沿轴线平移的直线距离. 当物体受到的力等效

为合力时, 旋距是力偶的幅值与合力的幅值的比值. 因而, 旋距为不变量.

注释 3.1 旋距为零的旋量为线矢量.

一个旋量具有五个独立参数, 其中四个从线矢量继承而来, 另外一个为

式 (3.4) 给出的旋距. 旋量是五维射影空间中的元素. 若式 (3.3) 所示主部与

副部的标量积为零, 即

s · s0 = 0 (3.5)

如 2.1.3节所述,该式可由 Klein 型对应的二次型导出,如定义 2.4所示,

并定义了 Klein 二次曲面. 此时, 旋量的旋距为零, 旋量由此退化为线矢量,

并为 Klein 二次曲面上的点. 除点积外, 旋量主部和副部也可以作叉积运算

s× s0 = s× (r × s) (3.6)

式中, 旋量轴线的位置向量 r 和轴线向量 s 的叉积等效于同旋量轴线垂直

的位置向量 r0 与 s的叉积,这种代换并不影响叉积运算结果.考虑向量三重

积的特性 s× (r0 × s) = (s · s)r0 − (s · r0)s, 上式可变换为

s× s0 = s× (r0 × s) = (s · s)r0
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由此给出了与旋量轴线正交的位置向量的方程, 为

r0 =
s× s0

s · s (3.7)

3.1.3 坐标变换法则与不变量

式 (3.2) 给定一旋量, 主部 s 与坐标原点无关, 副部 s0 却随原点位置的

变换而改变, 当原点位置由 O 变换为 P 时, 有

sp = (rpo + r)× s + hs (3.8)

式中, sp 为变换后旋量的副部; rpo 为从 P 到 O 的位置向量, 如图 3.2 所示.

图 3.2 坐标原点变换

在上式中引入原副部向量 s0, 可进一步改写为

sp = s0 + rpo × s (3.9)

此式给出了旋量的坐标变换法则. 将该式两边分别与主部向量 s 作标量

积, 得

s · sp = s · s0 (3.10)

不难发现,式 (3.3)所示的主部与副部的标量积与原点无关,因此,式 (3.4)

给出的旋距 h 是不变量.
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3.2 旋量运算

3.2.1 互易积与 Klein 型

互易旋量由 Klein 于 1871 年首次提出, 同年, Ball 也独自提出这一概念.

如式 (2.9) 与注释 2.2 所示, 两旋量的互易积可由 Klein 型表示, 为

Kl (S1,S2) = (sT
1 , sT

10)

[
0 I

I 0

](
s2

s20

)
= s1 · s20 + s2 · s10 (3.11)

式中, 两旋量分别为 S1 = (sT
1 , sT

10)
T 和 S2 = (sT

2 , sT
20)

T, 对偶算子 ∆ 见

式 (2.55).

定义 3.4 两旋量互矩称为旋量的互易积, 也称旋量的标量积1, 即

S1 ◦ S2 = s1 · s20 + s2 · s10 (3.12)

如定义 2.3与注释 2.2所述,互易积与 2.8节中式 (2.59)给出的线矢量互矩可

统一于 Klein 型中. 旋量的互易性可详见 3.7 节以及第六章.

注释 3.2 互易积也称相互不变量, 被 Ball 称为虚系数.

定理 3.1 互易积独立于坐标系, 具有不变性.

证明 1 设坐标原点 O 在位置向量 rpo 作用下变换至 P 点, 如式 (3.9)

所示, 两旋量的副部都要作相应变换, 进而产生变换后新的副部为

s1p = s10 + rpo × s1

和

s2p = s20 + rpo × s2

将上式代入式 (3.12), 并运用三重积偶排列特性, 可推导出

S1 ◦ S2 = s1 · s2p + s2 · s1p = s1 · (s20 + rpo × s2) + s2 · (s10 + rpo × s1)

= s1 · s20 + s2 · s10 (3.13)

上式与式 (3.12) 相同. 由此, 互易积独立于坐标系, 为不变量. 定理得证.

1旋量互易积的结果最早被 Ball (1871) 称为虚系数, 互易积由 von Mises (1924) 定义为
旋量标量积.
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该定理也可从如下另一角度证明.

证明 2 将旋量改写为含旋距参量的形式,即 S1 = (sT
1 , (r1×s1+h1s1)T)T

和 S2 = (sT
2 , (r2 × s2 + h2s2)T)T, 则式 (3.12) 变换为

S1 ◦ S2 = (h1 + h2)s1 · s2 + s1 · r2 × s2 + s2 · r1 × s1

= (h1 + h2)s1 · s2 − (r2 − r1) · s1 × s2 (3.14)

式中, h1、h2 分别为 S1、S2 的旋距.

记向量 s1 与 s2 的公法线的姿态向量对应的单位向量为 e, 如图 3.3 所

示,存在式 s1 · s2 = cos ϕ与 s1× s2 = e sinϕ,同时将式 (2.62)代入式 (3.14)的

第二项, 两旋量互易积可写为以下形式:

S1 ◦ S2 = (h1 + h2) cos ϕ− d sinϕ (3.15)

式中, d 和 ϕ 分别为两旋量轴线的距离和投影夹角. 由此可见互易积独立于

坐标系. 定理得证.

式 (3.15)由 Ball (1871)在基于互易旋量系的理论研究中首先提出,并命

名为虚系数.

3.2.2 旋量叉积

两旋量 S1 和 S2 的叉积由旋量主部的叉积及其相应主、副部交叉的叉

积得到的向量构成, 表示为

S1 × S2 =

(
s1 × s2

s1 × s20 + s10 × s2

)
(3.16)

定理 3.2 旋量叉积为零是两旋量共轴的充分必要条件.

证明 先证明充分性. 如图 3.3 所示, e 表示两旋量轴线 s1 和 s2 的公法

线对应的单位向量,并且由 s1 指向 s2. 取旋量轴线 s1 与 e的交点为原点 O,

两旋量可写成以下形式:

S1 =

(
s1

h1s1

)
, S2 =

(
s2

de× s2 + h2s2

)
(3.17)

因此, 式 (3.16) 所示旋量叉积的副部可写为
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图 3.3 两旋量的相互位姿关系

s1 × s20 + s10 × s2 = ds1 × (e× s2) + (h1 + h2)s1 × s2

考虑到 s1 与 e 正交, s1 · e = 0, 又 s1 · s2 = cos ϕ 且 s1 × s2 = e sinϕ, 应

用向量三重积特性, 上式可变换为

s1 × s20 + s10 × s2 = (d cos ϕ + (h1 + h2) sin ϕ)e

若 sinϕ 6= 0, 上式可写成

s1 × s20 + s10 × s2 = (d cot ϕ + (h1 + h2))s1 × s2 (3.18)

由 s1 × s2 = e sinϕ 及上述分析, 式 (3.16) 所示旋量叉积公式则可简化为

S1 × S2 =

(
sinϕe

(d cot ϕ + (h1 + h2)) sin ϕe

)

由上式, 当两旋量叉积为零时, 可得
{

e sinϕ = 0

de cos ϕ + (h1 + h2)e sinϕ = 0
(3.19)

即 {
e sinϕ = 0

de cos ϕ = 0

由上式易知 ϕ = 0 或 π 且 d = 0, 从而两旋量共轴, 由此充分性得证.

必要性可以从两旋量共轴推导出, 当两旋量共轴时, 两旋量轴线公垂

线 d = 0 且投影夹角 ϕ = 0 或 π, 由此可知式 (3.19) 成立, 从而两旋量叉积为

零. 定理得证.
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3.2.3 旋量微分

旋量的微分是指旋量的主部和副部分别对时间取微分. 其中, 旋量 S =

(sT, sT
0 )T 的主部仅与时间 t 有关. 而旋量 S = (sT, sT

0 )T 的副部不仅与时间 t

有关, 也取决于在时间 t 内该旋量相对固定坐标系的位移.

令旋量 S 的副部对时间取微分. 假设在已知的 ∆t 时间内, 位置向量 r

从 A 点处的 ro 运动至 B 点处的 ro′ , 则有

∆s0

∆t
=

s0(t + ∆t)− s0(t)
∆t

=
s0′(t + ∆t) + (ro′ − ro)× s(t + ∆t)− s0(t)

∆t

=
s0′(t + ∆t)− s0(t)

∆t
+

ro′ − ro

∆t
× s(t + ∆t) (3.20)

令 ∆t 趋近于无穷小量 dt, 可推导出

lim
∆t→0

∆s0

∆t
=

ds0

dt
+

dro

dt
× s (3.21)

由此, 可给出旋量微分的定义式

dS

dt
=




ds

dt

ds0

dt
+

dro

dt
× s


 (3.22)

3.2.4 Killing 型

当两旋量旋距均为零时, 旋量退化为线矢量, 式 (3.15) 所示的旋量互

易积转化为式 (2.62)所示的线矢量互矩.当两旋量轴线交于一点或无穷远处

时,其互易积为零. 由此可得到判定两直线位置关系及其夹角余弦值 (Karger

和 Novak, 1985) 的 Killing 型.

定义 3.5 Killing 型是李代数的内积,为不变量,也是对称双线性型,即

K(S1,S2) = tr (ad (S1)ad (S2)) = tr

([
[s1×] 0

[s10×] [s1×]

][
[s2×] 0

[s20×] [s2×]

])

= tr

([
[s1×][s2×] 0

[s10×][s2×] + [s1×][s20×] [s1×][s2×]

])

= −4(s1xs2x + s1ys2y + s1zs2z) (3.23)
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式中, 矩阵的迹 tr( ) 为矩阵主对角线元素之和; ad( ) 为李代数元素的伴随

表示, 具体定义将在 3.9 节给出. Killing 型和式 (3.11) 给出的 Klein 型是李代

数 se(3) 仅有的两种具有不变性的对称双线性型.

注释 3.3 Killing 型的对称性由式 tr (AB) = tr (BA) 得出.

推论 3.1 两旋量 Killing 型为零的充分必要条件是两旋量轴线垂直.

3.3 旋量与旋量运算的对偶表示

3.3.1 对偶数、对偶向量与矩量

对偶数由 Clifford 在构造 Clifford 算子 ω 时首次提出 (Clifford, 1873). 该

算子为现在人们熟知的对偶单元 ε,满足 ε2 = 0. 对偶数的一般形式为 v+εv′,

其中 v 和 v′ 为实数, 分别为对偶数的主部和副部, 也可称为原部和对偶部.

定义 3.6 对偶角的主部为空间两直线或旋量轴线的投影夹角 ϕ, 副部

为两直线或旋量轴线的垂直距离, 这一特殊的对偶数也称为对偶角.

如图 3.3 所示, 两旋量 S1 和 S2 的对偶角为

Φ = ϕ + εd (3.24)

Study 最先提出对偶角的概念 (Study, 1903). 对偶角的意义在于所有常

规的三角函数公式均可适用, 即
{

sin(ϕ + εd) = sin ϕ + εd cos ϕ

cos(ϕ + εd) = cos ϕ− εd sinϕ
(3.25)

与对偶角类似, 线矢量的对偶形式可以表示为

L = l + εl0 (3.26)

上式的数学含义与式 (2.6) 一致, 只是将线矢量的副部写为对偶部. Clif-

ford于 1882年首次提出了上述对偶向量形式的矩量,后来 Brand (1947)对此

进行了重点研究.

定义 3.7 矩量为矩与向量的合称,是线矢量与对偶数 λ + ελ′ 乘积得到

的几何量.
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矩量也是旋量的广义拓展, 可称为泛旋量. 线矢量与对偶数作乘积可得

M = m + εm0 = (λ + ελ′)(l + εl0)

展开可得矩量的定义式为

M = m + εm0 = λl + ε(λ′l + λl0) (3.27)

这就给出了矩量的定义.

注释 3.4 矩量的旋距同定义 3.3, 表示为

h =
m ·m0

m ·m
注释 3.5 矩量包含四组不同的向量.

(1) 线矢量: 当 λ 6= 0, λ′ = 0 时, 由式 (3.27) 可得到式 (3.26) 所示的对偶

形式的线矢量. 按注释 3.4, 旋距为零.

(2) 旋量: 当 λ 6= 0, λ′ 6= 0 时, 有以下两种情况

(a) 当 λ = 1 时, 上式为旋量. 旋距为 h = λ′.

(b)当 λ为非单位量时,上式可用来表示力旋量和速度旋量. 旋距为 h =

λ′/λ.

线矢量与旋量被 Brand 称为本征矩量.

(3) 当 λ = 0, λ′ 6= 0 时, 上式变换为由纯对偶向量构成的旋量, 即

M = ελ′l (3.28)

(4) 当 λ = λ′ = 0 时, 这就给出了零矩量, 也为零向量、零旋量.

由此, 矩量被分为四种六维向量. 总而言之, 在旋量理论中, 矩量的提出

使我们找到了一个涵盖线矢量、旋量、力旋量和速度旋量以及零旋量的广

义量, 即矩量.

定义 3.8 旋量的对偶形式为

S = s + εs0 =




l

m

n


 + ε




p

q

r


 (3.29)

如果将线矢量和纯平移旋量视为矩量的退化形式, 就可产生对加法运

算具有封闭性的矩量代数学, 即旋量代数学.
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3.3.2 旋量运算的对偶表示

1. 互易积和全标量积

互易积运算最早由 von Mises提出.两旋量的互易积 S1◦S2的定义见 3.2.1

节的式 (3.12).

定义 3.9 旋量全标量积为

S1 · S2 = s1 · s2 + ε(s1 · s20 + s10 · s2) (3.30)

其中, 副部与式 (3.12) 给出的互易积相同. 3.2.1 节已证明, 互易积与原点的

选取无关, 是独立于坐标系的不变量. 不失一般性, 取旋量 S1 与两旋量轴

线公法线的单位向量 e 的交点为原点, 空间任意两旋量的对偶形式可表示

为 S1 = s1 + εh1s1 和 S2 = s2 + ε(de× s2 + h2s2), 类似于式 (3.18), 上式可变

换为

S1 · S2 = s1 · s2 + ε(ds1 · (e× s2) + (h1 + h2)s1 · s2)

= cos ϕ− εde · (s1 × s2) + ε(h1 + h2) cos ϕ

= cos ϕ− εd sinϕ + ε(h1 + h2) cos ϕ (3.31)

引入式 (3.24) 所示的对偶角, 并将式 (3.25) 中的正余弦公式代入, 上式可简

化为

S1 · S2 = cosΦ + ε(h1 + h2) cos ϕ (3.32)

当两旋量的旋距同时为零或互为相反数时, 上式可进一步化简为

S1 · S2 = cosΦ (3.33)

从以上推导过程不难发现, 引入对偶角后得到的上述结果与向量代数

中的标量积是一致的. 对于旋量, 应该考虑到旋距的影响. 当两旋量轴线垂

直相交时,式 (3.30)所示的全标量积以及式 (3.11)所示的 Klein型与式 (3.23)

所示的 Killing 型均为零. 由此得出如下推论.

推论 3.2 从几何角度出发, 两旋量全标量积为零的充分必要条件是两

旋量轴线垂直相交; 相应地, 从代数角度看, 两旋量全标量积为零的充分必

要条件是两旋量的 Killing 型与 Klein 型同时为零.



· 58 · 第三章 旋 量 代 数

2. 旋量叉积的对偶表示

旋量叉积的对偶形式同样可由 3.2.2 节推导出. 它是由 Brand (1947) 以

Gibbs 形式 (Gibbs, 1901) 给出的两对偶向量的矩量积, 即

S1 × S2 = s1 × s2 + ε(s1 × s20 + s10 × s2) (3.34)

与 3.2.2 节推导过程类似, 在图 3.3 中取旋量轴线 s1 与 e 的交点为原点, 上

式可以写成类似式 (3.17) 和式 (3.19) 的形式为

S1 × S2 = s1 × s2 + ε(ds1 × (e× s2) + (h1 + h2)s1 × s2)

= e sinϕ + ε(de(s1 · s2)− ds2(s1 · e) + (h1 + h2)e sinϕ)

= e(sinϕ + εd cos ϕ) + ε(h1 + h2)e sinϕ (3.35)

引入式 (3.24) 所示的对偶角, 并将式 (3.25) 代入上式得

S1 × S2 = e sinΦ + ε(h1 + h2)e sinϕ (3.36)

当两旋量旋距全为零或互为相反数时, 上式变换为

S1 × S2 = e sinΦ (3.37)

上述结果同线性代数中向量叉积计算公式相一致.对于旋量,如式 (3.35)

所示, 旋距的影响应该考虑. 由上述推导, 以下推论成立.

推论 3.3 旋量叉积的主部为零是两旋量平行或共轴的充分必要条件.

3. 旋量标量三重全积

已知任意三个旋量 S1、S2 和 S3, 以主部的标量三重积为主部, 以主部

与副部相互交叉置换的标量三重积之和为副部, 可以构成旋量标量三重全

积. 其定义式为

(S1 × S2) · S3 = (s1 × s2) · s3 + ε(s1 × s2 · s30 + s1 × s20 · s3 + s10 × s2 · s3)

若基于 von Mises 对标量积的定义, 也可将旋量标量三重积定义为上式

的副部, 即

(S1 × S2) ◦ S3 = (s1 × s2) · s30 + (s1 × s20 + s10 × s2) · s3 (3.38)
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将式 (3.18) 代入上式, 得

(S1 × S2) ◦ S3 = (s1 × s2) · ((h1 + h2 + d cot ϕ)s3 + s30) (3.39)

式中, ϕ 不能取 0 或 π, 即该式不包含两旋量轴线平行的情况.

3.4 速度旋量与 Mozzi 瞬轴

3.4.1 螺旋运动速度场

刚体在三维空间的运动均可表示为绕一轴线的旋转与沿该轴的平移,与

螺母在螺丝上的运动类似.

定义 3.10 速度旋量是含有速度幅值的旋量, 隶属于矩量的范畴, 也是

李代数 se(3) 的元素.

速度旋量的轴线为旋转轴的轴线, 平移的方向平行于该轴线, 平移速度

与旋转速度的比值为速度旋量的旋距. 如图 3.4所示,给定旋量轴线,并已知

刚体关于旋量轴线的角速度 ω 和固联在刚体上的点 P 的速度 vp. 则此刚体

上任意点的速度均可分解为平行于旋量轴线的分量 hω 和正交于旋量轴线

的分量 ω × (rp − ro).

图 3.4 瞬时旋量轴线及螺旋运动速度场

旋量轴线的位置由 ro 确定, 如图 3.4 所示.
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定义 3.11 当刚体绕某一轴线作瞬时运动时, 描述该运动的旋量即为

瞬时旋量 (instantaneous screw); 该旋量轴线为刚体瞬时运动轴线, 称为瞬时

旋量轴 (instantaneous screw axis, 简称 ISA), 也称瞬轴.

刚体关于瞬时轴线的瞬时角速度为 ω, 这样一来, 刚体上任意点均具有

相同角速度 ω. 沿该轴线方向, 只有速度为 hω 的平移, 这样的轴线即为瞬

轴 (ISA). 瞬轴的概念是由意大利数学家 Mozzi (1763) 首次提出, 因而也称

为 Mozzi 瞬轴. 基于此, P 点速度 v 可分解为与轴线平行和垂直两部分, 为

v = vs + vn = hω + ω × (rp − ro) (3.40)

瞬轴产生的全部速度向量构成螺旋运动速度场. 当 rp = ro 时, 点 P 在

旋量轴线上, 此时速度 v 等于旋距引起的平移速度, 即 v = vs = vs = hω.

当 rp = 0 时, 即原点位于 P 点处, 该点的运动等于速度旋量的副部 v. 可

见, 速度旋量 T 的副部实质上表示的是刚体上与原点 O 重合的点的瞬时线

速度.

3.4.2 速度旋量及其李代数表示

将式 (3.40) 两边分别对旋量轴线向量 s 取标量积, 得到

v · s = hω · s + ω × (rp − ro) · s (3.41)

由于 ω = ωs , 上式化简后可得线速度分量 vs 为

vs = v · s = hω · s (3.42)

由此得出结论, 旋距表征线速度向量在旋量轴线上的投影. 式 (3.40) 可

变换为

v = (ro − rp)× ω + hω

= r × ω + hω (3.43)

式中, r 为由 P 点指向轴线的位置向量. 至此, 经过推导得到了速度旋量的
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副部, 结合其主部, 速度旋量可定义为

T =

(
ω

v

)
=

(
ω

r × ω + hω

)
= ω

(
s

s0

)
= ω

(
s

r × s + hs

)
= ω




l

m

n

p

q

r




= ωS

(3.44)

为求得速度旋量旋距 h及与旋量轴线垂直的位置向量 r0,将式 (3.43)两

边对 ω 取叉积, 并由向量三重积, 得

ω × v = ω × (r × ω) + hω × ω = r(ω · ω)− ω(ω · r) (3.45)

用正交位置向量 r0 取代 r, 并注意到 r0 与 ω 正交, 上式可简化为

ω × v = r0(ω · ω) (3.46)

至此, 便得到速度旋量正交位置向量表达式, 同式 (3.7) 一致, 如下:

r0 =
ω × v

ω · ω =
s× s0

s · s (3.47)

进一步, 将式 (3.43) 两边对 ω 取标量积, 即

ω · v = ω · (r × ω) + hω · ω = hω · ω (3.48)

由此推导出速度旋量另一个重要参数, 即旋距, 为

h =
ω · v
ω · ω =

s · s0

s · s (3.49)

这证实了速度旋量的平移分量 hω 等同于刚体上任一点的速度在旋量

轴方向的分量. 至此, 刚体瞬时运动得以完整描述. 实际上, 刚体上任意点的

瞬时线速度均可用类似图 3.4 所示 P 点速度的表达方式来描述.

若刚体的运动由转动关节引起, 其运动可以由旋距为零的速度旋量来

描述, 为

T =

(
ω

v

)
= θ̇

(
s

r × s

)
(3.50)
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若刚体运动由移动副引起,可用旋距无穷大的速度旋量来描述其运动,即

T = v

(
0

s

)
(3.51)

注释 3.6 速度旋量可表示为李代数 se(3) 的元素, 为

ad (T ) =




0 −ωz ωy vx

ωz 0 −ωx vy

−ωy ωx 0 vz

0 0 0 0




=

[
[ω×] v

0T 0

]
, ω ∈ so(3) (3.52)

式中, ad (T )为李代数的伴随表示; [ω×] =




0 −ωz ωy

ωz 0 −ωx

−ωy ωx 0


,是李代数 so(3)

的元素.

李代数 se(3) 的元素构成的空间的维数是 6, 与向量空间 R6 同构, 记

为 se(3) ∼= R6. 若刚体沿 s 方向以速度 v 作纯平移, 其运动可描述为标量与

旋量轴线姿态向量 s 作乘积.

3.4.3 刚体运动

本部分给出一个用速度旋量描述刚体运动的实例.

例 3.1 设刚体以大小为 0.5 rad/s 的角速度绕轴线旋转, 轴线为过点

(−1, 0, 1)T m 和 (2, 1, 5)T m 的直线, 其中 m 代表长度单位 “米”. 另外, 刚体上

坐标为 rp = (1, 2, 3)T 的点 P 的速度给定为

v = (0.6, 0.4, 0.5)T m/s (3.53)

由此, 旋量轴线 s 可表示为

s =
1√
26

(3, 1, 4)T (3.54)

并且, 有

ω = 0.5s rad/s (3.55)

根据式 (3.46), 得

ω × v =
1√
26

(−0.55, 0.45, 0.30)T (3.56)
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由式 (3.47), 点 P 指向旋量轴线的正交位置向量可写作

r0 =
ω × v

ω · ω =
1

0.5× 0.5
√

26
(−0.55, 0.45, 0.30)T m

= (−0.432, 0.353, 0.235)T m (3.57)

由于 P 点坐标为 rp = (1, 2, 3)T, 其垂直于速度旋量轴线的正交位置向量为

r = rp + r0 = (0.568, 2.353, 3.235)T m (3.58)

上式描述的位置向量如图 3.5 所示. 由式 (3.42) 可求出纯平移速度分量为

vs = v · s =
1√
26

(0.6, 0.4, 0.5)




3

1

4


 m/s

=
4.2√
26

m/s (3.59)

图 3.5 刚体瞬时运动

进而, 由式 (3.42) 求得速度旋量的旋距为

h =
vs

ω
=

v · s
ω

=
4.2

0.5
√

26
m/rad = 1.647 m/rad (3.60)
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3.4.4 串联刚体

如图 3.6 所示, 若作瞬时运动的两个刚体通过转动副串联在一起, 给定

旋量 S1 的速度幅值即可确定刚体 1 相对固定坐标系的瞬时运动 T1. 同理,

给定旋量 S2 的相关参数, 即可以确定刚体 2 相对刚体 1 的瞬时运动 T2, 分

别表示为

T1 = ω1

(
s1

r1 × s1

)
, T2 = ω2

(
s2

r2 × s2

)
(3.61)

图 3.6 两串联运动刚体

刚体 2 相对固定坐标系的运动可用速度旋量 T 表示为

T = ω

(
s

s0

)
= ωS (3.62)

式中

T = T1 + T2 =

(
ω1s1 + ω2s2

ω1(r1 × s1) + ω2(r2 × s2)

)
(3.63)

上式的证明过程见第四章.

显然, 对式 (3.62), s · s0 6= 0, 即 S 为非零旋距的旋量. 因此, 刚体 2 相对

固定坐标系的瞬时运动就不能表示为绕任一轴的纯旋转, 还需要增加一个

平移分量.

将式 (3.62) 变换为下列形式:

T = ω

(
s

s0 − hs

)
+ ω

(
0

hs

)
(3.64)
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此式把速度旋量 T 分解为两部分. 第一部分为关于轴线 s 的纯旋转, 第二

部分为沿轴线 s 方向且速度为 hω 的纯平移, 式中, 旋距 h 可由式 (3.49) 求

出. 因此, 刚体 2 的任意瞬时运动均可看作绕 s 方向的纯旋转与沿该轴线方

向的纯平移之和. 由此刚体 2 的瞬时螺旋运动可表示为

T = ω

(
s

r × s + hs

)
(3.65)

比较上式和式 (3.62), 有

r × s = s0 − hs

这可用于求解正交位置向量 r0. 用式 (3.49) 取代上式的 h, 同时应用向量三

重积恒等式得

r0 × s = s0 − s · s0

s · s s =
(s · s)s0 − (s · s0)s

s · s =
(

s× s0

s · s
)
× s (3.66)

化简得

r0 =
s× s0

s · s (3.67)

上式与式 (3.47) 相同. 但该式由副部推出, 与旋距无关. 因此, 对于任意

速度旋量, 式 (3.47) 和式 (3.49) 给出的计算正交位置向量及旋距的公式均

适用.

3.4.5 机械臂

例 3.2 如图 3.7 所示, 机械臂的第一个杆件与机座通过转动副 O1 连

接, 可在水平面内绕通过 O1 点的竖直轴线旋转. 第二个杆件与第一个杆件

通过点 O2 处的转动副相连, 可绕水平轴线作相对第一个杆件的转动, 该轴

线过 O2 点, 且与 x − y 平面平行, 与第一个杆件正交. 坐标系 {x1y1z1} 为固
定坐标系, 坐标系 {x2y2z2} 则随杆件 O1O2 的转动而变动. 两坐标系之间的

关系可表示为 


x2

y2

z2


 =




cos θ1 − sin θ1 0

sin θ1 cos θ1 0

0 0 1




T 


x1

y1

z1




两个转动关节 O1 和 O2 处的速度旋量 T1 和 T2 可表示为

T1 = ω1(0, 0, 1, 0, 0, 0)T,

T2 = ω2(cos θ1, sin θ1, 0, 0, 0,−a)T (3.68)
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图 3.7 串联机械臂

刚体 A 的速度旋量可表示为

T = T1 + T2 = (ω2 cos θ1, ω2 sin θ1, ω1, 0, 0,−aω2)T (3.69)

因此第二个杆件速度旋量的旋距 h 为

h = − aω1ω2

ω2
1 + ω2

2

(3.70)

其正交位置向量 r0 的表达式也可求出, 即

r0 =
a ω2

2

ω2
1 + ω2

2



− sin θ1

cos θ1

0


 (3.71)

3.5 力旋量与 Poinsot 中心轴定理

3.5.1 对偶李代数 se∗(3) 元素的力旋量

由纯力以及与该力作用线平行的力偶组成的力, 称为作用在旋量轴线

上的力旋量, 简称力旋量.

定义 3.12 力旋量是含有力幅值的旋量, 隶属于矩量范畴, 与李代数

se(3) 构成对偶关系, 可表示为

W =

(
f

m

)
= w

(
s

s0

)
= w

(
s

r × s + hs

)
(3.72)

式中, W ∈ se∗(3); w 表示力的大小; s 为力所在的线矢量的姿态向量, 也为

轴线向量; r 为力所在的线矢量的位置向量. 在力旋量定义中, 力偶 m 在轴
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线方向上的投影和纯力 f 的幅值的比值为旋距. 与力旋量的轴线垂直相交

的位置向量表达式可根据式 (3.7) 导出.

对偶李代数 se∗(3) 元素构成的空间力旋量可映射为向量空间 R6 上的

一个向量.

3.5.2 Poinsot 中心轴定理

定理 3.3 Poinsot 中心轴定理 (Poinsot, 1806) 指出, 任意力与力偶的力

系均可简化为空间某定点处的纯力和与之相平行的力偶.

下面给出简化过程. 对空间任意力系, 若用 f 表示简化结果中沿轴线 s

的合力, 则有

f = fs (3.73)

再用 m 表示相对于点 P 简化得到的合力偶, 则

f =
n∑

i=1

fi, m =
n∑

i=1

ri × fi +
n∑

i=1

ci (3.74)

式中, 合力偶 m 的方向是任意的; c 表示原力系中的力偶. 力系简化的结果

如图 3.8a 所示, 即为式 (3.72) 表示的力旋量. 进一步研究, 如图 3.8b, 合力偶

可分解为与合力 f 同向的分量 ms 及与 f 正交的分量 mn.

图 3.8 合力与合力偶及合力偶的分解

力偶沿合力 f 方向的分量 ms 可根据下式求出:

(m · s)s = cs (3.75)
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式中, c 为合力偶在合力 f 方向上的投影, 并且 f 的作用线的方向与旋量轴

线 s 的方向一致. 进而, 与合力 f 正交的力偶分量 mn 可由 m− cs 得出, 如

图 3.8b 所示. 这一力偶分量 mn 可以由纯力 f 平移距离 r 得到的附加力

偶 f × r 相抵, 使得位置向量 r 满足 f 对 P 点取矩得到的结果恰为力偶分

量 mn. 由此, 力偶分量 mn 在图 3.9a 中消失.

图 3.9 合力与力偶

与 f 正交的力偶分量 mn 可由 f 对 P ′ 点取矩表示, 得

mn = m−ms = m− cs = −f × r (3.76)

3.5.3 力旋量参数

将式 (3.76) 两边分别对 s 作标量积可得

s ·m− cs · s = s · (r × f) (3.77)

上式右边的三重积为零且 s 为单位向量, 由此可推导出合力偶在轴线方向

上分量的大小, 为

c = m · s (3.78)

旋距作为标准化的数值参数, 反映了力偶与纯力大小的比值, 即

h =
c

f
(3.79)

由式 (3.73), 上式可进一步写为

h =
c

f
=

m · f
f · f (3.80)
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将式 (3.76) 两边对 f 做叉乘, 并运用向量三重积恒等式, 得

f ×m = f × (r × f) = (f · f)r − (f · r)f (3.81)

取过原点且垂直于 f 的线矢量的位置向量为 r0, 代入上式的 r, 并考虑

到 f · r0 = 0, 可推导出正交位置向量 r0 的表达式为

r0 =
f ×m

f · f (3.82)

因此, 力系简化得到的结果可用图 3.10 所示的力旋量表示.

图 3.10 力旋量及其正交位置向量

由上述推导过程可知, 力旋量可通过以下方法构建:

(1) 合力 f 由常规力合成的方法得到;

(2) 任意力系相对某定点 P 的合力偶 m 也可由理论力学的一般方法

获得;

(3) 力旋量的大小及力旋量轴线上一点 P ′ 的位置可根据以上推导得到

的公式由 f 和 m 导出.

依据 3.1.3 节给出的坐标变换法则, 合力偶亦可用平行于合力方向的分

量 ms 与正交于合力方向的分量 mn = −f × r 求和表示, 即

m = ms + mn = cs + r × f (3.83)

此式与式 (3.76) 是一致的.

特别地, 纯力可用旋距为零的力旋量表示, 为

W =

(
f

m

)
= f

(
s

r × s

)
(3.84)
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纯力偶可用旋距无穷大的力旋量表示, 为

W =

(
0

m

)
= f

(
0

cs

)
(3.85)

3.5.4 合成力旋量

下面举例说明求解合成力旋量的过程.

例 3.3 如图 3.11 所示, 大小分别为 40 N 和 20 N 的力作用在矩形板料

上. 力 F1 作用线的姿态向量坐标为

图 3.11 受到力作用的矩形板料

sA = (0,− cos 45◦,− sin 45◦)T =

(
0,−

√
2

2
,−
√

2
2

)T

其位置为

rA = (1, 1, 3)T

由此, 副部为

rA × sA =

(√
2,

√
2

2
,−
√

2
2

)T

力 F2 作用线的姿态向量坐标为

sB = (− cos 60◦, 0, sin 60◦)T =

(
−1

2
, 0,

√
3

2

)T
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其位置为

rB = (1, 0,
√

3)T

由此, 副部为

rB × sB = (0,−
√

3, 0)T

因此, 上述两力 F1 和 F2 对应的力旋量分别为

WA = 40

(
0,−

√
2

2
,−
√

2
2

,
√

2,

√
2

2
,−
√

2
2

)T

和

WB = 20

(
−1

2
, 0,

√
3

2
, 0,−

√
3, 0

)T

将两个力的作用等效为合力 f 加之对原点 O 取矩得到的力偶 m, 可得

以下结果:

W = WA + WB = (−10,−20
√

2,−20
√

2 + 10
√

3, 40
√

2, 20
√

2− 20
√

3,−20
√

2)T

可得到合力与合力偶分别为

f = fs = 31.94(−0.313,−0.886,−0.343)T N

和

m = 66.04(0.856,−0.288,−0.428)T N·m

由式 (3.78) 知纯力偶的大小为

c = m · s = 8.854 N·m (3.86)

因此, 由式 (3.80) 可得力旋量的旋距为

h =
c

f
=

8.854
31.94

m = 0.277 m (3.87)

力旋量轴线的位置可由以原点为起始点的正交位置向量 r0 给定, 如

式 (3.82), 表示为

r0 =
f ×m

f · f = (0.579,−0.885, 1.382)T m
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3.6 几何量的向量表示

3.6.1 静力学与瞬时运动学的对应性

力旋量与速度旋量在数学形式上的一致性, 决定了旋量理论中静力学

与瞬时运动学具有直接的对应性. 表 3.1 全面展示了两者的对应性.

表 3.1 静力学与瞬时运动学的对应性

几何意义 瞬时运动学 静力学

主部 直线 (姿态向量)
具有一定角速度的

旋转轴线 ω = ωs
力作用线 f = fs

副部
关于原点的矢矩

(直线的位置)
平移速度 v = ωs0 力矩 m = fs0

旋距的影响

非零旋距
旋量

0
@ s

r × s + hs

1
A

式 (3.2)

旋转 + 平移

ω

0
@ s

r × s + hs

1
A

=

0
@ ωs

ωr × s + vss

1
A

式 (3.44)

纯力 + 力偶

f

0
@ s

r × s + hs

1
A

=

0
@ fs

fr × s + cs

1
A

式 (3.84) + 式 (3.85)

零旋距
线矢量

0
@ s

r × s

1
A

式 (2.6)

纯旋转 ω

0
@ s

r × s

1
A

式 (3.50)

纯力 f

0
@ s

r × s

1
A

式 (3.84)

无穷大旋距
偶量

0
@ 0

hs

1
A

式 (3.64)

纯平移

0
@ 0

v

1
A =

0
@ 0

vs

1
A

式 (3.51)

纯力偶

0
@0

c

1
A =

0
@ 0

cs

1
A

式 (3.85)

表 3.1中,与力旋量轴线平行的力偶的幅值 c由式 (3.78)给出,且式 (3.79)

给出了力偶幅值 c 与旋距 h 之间的关系. 类似地, 与速度旋量轴线平行的平

移速度的幅值 vs 由式 (3.42) 给定, 而且也给出了平移速度 vs 幅值与旋距 h

之间的关系, 也可参考式 (3.59) 与式 (3.60). 这种对应性是其对偶性的内在

原因, 将在第九章作进一步讨论.
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3.6.2 向量空间几何量的关联特性

关于自由向量、旋转线矢量、旋量、矩量、四元数与双四元数 (对偶四

元数) 之间的关系, Clifford (1882) 在《双四元数概述》一文的旋量表格中给

出了著名的阐述, 如表 3.2 所示.

表 3.2 自由向量、旋转线矢量、旋量、矩量、四元数、双四元数的几何表示、特性与
变换

几何形式 向量表示 代数或物理含义 算子

有向线段 一维空间向量 正数或负数 含正负号的数

平面姿态 二维空间向量 复数 复数

空间姿态 三维空间向量 平移, 力偶 四元数

轴线 旋转线矢量 旋转速度, 纯力 速度 (位移) 旋量

旋量 矩量 速度旋量, 力系 双四元数

Clifford 将旋量视为矩量的几何形式, 其物理意义用以表示螺旋运动速

度以及力系. Clifford 又将双四元数 (即现在的对偶四元数) 表示为作用于矩

量的算子, 用来描述从一个矩量到另一个矩量的螺旋位移. 双四元数是由四

元数和对偶数构成的算子. 下一章将对此作更深入的探讨.

3.7 互易性

两旋量互易的条件是互易积为零, 下面等式为互易性的定义式, 互易性

奠定了整个旋量系理论的基础.

定义 3.13 当两旋量 S1 和 S2 的标量积即互易积为零时, 称这两旋量

具有互易性, 即

S1 ◦ S2 = 0 (3.88)

进而由式 (3.15) 得出

S1 ◦ S2 = (h1 + h2) cos ϕ− d sinϕ = 0 (3.89)

当两个旋量的旋距均为零时, 上式变为

S1 ◦ S2 = −d sinϕ = 0 (3.90)
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因此,若两个旋量的旋距均为零,两旋量互易的几何条件为相交或平行.

若两个旋量的旋距均为有限值, 根据式 (3.89), 两旋量互易的几何条件可分

为几种情况. 第一种为两旋量轴线垂直相交, 或者两旋量轴线相交且旋距之

和为零. 第二种为两旋量轴线平行且旋距之和为零. Hunt (1978)给出了全部

分类. 根据上述分析, 可以得到以下两旋量互易的几何关系.

(1) 如果两旋量的旋距互为相反数, 并相交或平行/反向平行, 那么旋量

的几何关系可据式 (3.89) 划分为以下两种情况.

(a) h1 = h2=0, 此时两旋量均为线矢量, 因而, 根据 d sinϕ = 0 又可分为

两种情况: (i) d = 0, 两旋量相交; (ii) ϕ = 0 或 π, 两旋量平行或反向平行.

(b) h1 = −h2, 根据 d sinϕ = 0 又可分为上述 (i) 和 (ii) 两种情况.

(2) 如果两个具有有限旋距的旋量相交, 那么 d = 0, 式 (3.89) 可化简

为 (h1 + h2) cos ϕ = 0, 并产生以下两种情形:

(a) h1 = −h2, 与上述 (b) 中 (i) 情况相同;

(b) ϕ = π/2 或 3π/2, 两旋量轴线正交.

(3)如果一个旋量的旋距为无穷值,另一个旋量的旋距为有限值或零,则

二者互易的几何条件是: 具有无穷大旋距的旋量所在的平面与有限旋距旋

量垂直.

(4) 如果两个旋量的旋距均为无穷值, 则两旋量互易.

(5) 除了上述情况, 只要两旋量的位姿关系与旋距满足如下关系, 则二

者互易:

d sinϕ = (h1 + h2) cos ϕ

3.8 正则旋量

正则旋量可用图 3.12 所示的无限大四面体表示, 旋量S1, S2 和 S3 沿坐

标轴分布, 即

S1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T (3.91)

S2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0)T (3.92)

S3 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T (3.93)
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这三个正则旋量可合成为过原点的任意线矢量. 旋量 S4, S5 和 S6 的旋距为

无穷大, 有

S4 = (0, 0, 0, 1, 0, 0)T (3.94)

S5 = (0, 0, 0, 0, 1, 0)T (3.95)

S6 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T (3.96)

这六个正则旋量任意组合可构成空间内的所有旋量.

图 3.12 正则旋量

3.9 李代数及其表示

3.9.1 李代数的概念

李代数是研究李群、微分流形和微小变换等几何体的代数工具. 瞬时

旋量是李群 SE(3)的射影李代数的元素.在 20世纪 40年代德国数学家与理

论物理学家 Hermann Weyl (1944) 引进术语 “李代数” 之前, 李代数一直被称

作 “无穷小群”, 即群元素非常接近恒等, 为李群流形在单位元处的切空间.

定义 3.14 李代数是域 F 上具有二元运算的有限维向量空间 Rn, 该二

元运算为 Rn × Rn → Rn, 也称李括号, 且满足下述性质:

(1) 运算双线性: [a1X1 + a2X2,Y ] = a1[X1,Y ] + a2[X2,Y ], [X, a1Y1 +

a2Y2] = a1[X,Y1] + a2[X,Y2], 其中标量 a1, a2 ∈ F , 向量 X,Y ∈ Rn.

(2) 反对称性: 对向量空间 Rn 的任意元素 X, 有 [X,X] = 0, 由此, 对任

意元素 X、Y , 有 [X,Y ] = −[Y ,X].

(3) Jacobi恒等式成立: 对空间 Rn的任意元素X、Y、Z,等式 [X, [Y ,Z]]+

[Z, [X,Y ]] + [Y , [Z,X]] = 0 成立.
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注释 3.7 李代数是研究李群以及微分流形几何体的一种代数结构. 李

代数不仅是群论问题线性化的工具, 而且是有限群理论以及线性代数中许

多重要问题的来源.

注释 3.8 任何具有恒等零的李括号运算的向量空间均为李代数. 最常

见的例子为三维欧氏空间, 具有向量叉积赋予的李括号运算的三维欧氏空

间 E3 是三维李代数.

注释 3.9 李代数研究无穷小位移与无穷小变换, 并将刚体速度表示

为 SE(3)在单位元处的切空间. 李代数也是向量场,如 SE(3)的李代数 se(3),

即为六维实向量空间 R6.

定义 3.15 李括号是双线性微分算子, 表征赋予光滑流形 µ 上任意两

向量生成第三个向量的运算, 也称 Jacobi-Lie 括号或向量空间的交换子2. 李

括号为李代数乘法运算或李积, 有双线性、反交换律与 Jacobi 恒等式等特

性. 反交换律即为定义 3.14 中的反对称性.

3.9.2 李代数伴随算子 ad (X) 与伴随作用

定义 3.16 李代数的表示是李代数的同态映射, 为

ϕ : X → gl(V )

定义 3.17 李代数伴随算子为 ad (X), 是向量空间李运算的伴随表示.

定义 3.18 李代数的伴随表示为李代数向量空间元素向一般线性李代

数的同态映射, 记为

ϕ : X → gl(X), ϕ(X) = ad (X)

在本书中, 这种映射将李代数向量空间 so(3) 和 se(3) 元素 s 与 S 分别映射

为上述的伴随表示.

定理 3.4 无论 X 为李代数的向量形式元素还是矩阵表示元素, ad (X)

都是作用于向量空间的一个矩阵.

2也有 “换位子” 的称法, 但意义相同. 本书采用 “交换子”.



3.9 李代数及其表示 · 77 ·

当伴随表示元素 S 为李代数的向量形式元素, U 为李代数的矩阵表示

元素, 有下式:

ad (S) = U (3.97)

当伴随表示元素为李代数的矩阵表示元素时, 有如下定义:

定义 3.19 李代数对李代数的伴随作用是自同态映射, 为

ad (X1) : g → g

由此

ad (X1)X2 = X1X2 −X2X1 = [X1,X2] (3.98)

定理 3.5 李代数伴随作用对李代数向量形式元素的作用为左作用, 对

李代数矩阵向量空间元素的作用为李括号, 统称李运算.

李运算与李括号将在下一节详细阐述.

3.9.3 李代数的向量形式

李代数元素有向量形式和矩阵表示两种代数描述方式. 对于向量形式

的李代数 se(3), 又有三种表示形式. 第一, 经常习惯表示为 n 维向量, 如特

殊正交群的李代数 so(3) 可表示为如式 (3.2) 中的姿态向量 s 所示的三维向

量形式, 特殊欧式群的李代数 se(3) 可表示为式 (3.44) 所示的速度旋量的六

维向量形式 S. 第二, 可表示为式 (3.29) 所示的对偶向量形式. 第三, 可表示

为如式 (4.67)所示的纯四元数,即向量四元数,如特殊正交群的李代数 so(3),

可用纯四元数表示.

3.9.4 李代数的表示

定理 3.6 Ado 定理 (Ado, 1947) 每个有限维李代数都可以由满足李

括号的 n× n 可逆矩阵表示.

若采用矩阵表示,则李代数元素构成矩阵向量空间, so(n)的空间元素是

迹为零的反对称矩阵, se(n) 和 sl(n) 的空间元素是迹为零的矩阵.
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1. so(3) 的 3× 3 伴随表示

对于李代数 so(3), 其矩阵伴随表示为下列反对称矩阵形式:

ad (s) = As = [s×] =




0 −sz sy

sz 0 −sx

−sy sx 0


 (3.99)

李代数 so(3) 由 3× 3 反对称矩阵组成, 其三维矩阵向量空间的基为

ad (sx) = [sx×] =




0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 , ad (sy) = [sy×] =




0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 ,

ad (sz) = [sz×] =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 (3.100)

李代数 so(3) 的任意元素均可以由这组基的线性组合表示.

2. se(3) 的标准 4× 4 表示

李代数 se(3) 有两种矩阵表示形式, 其中, 标准 4× 4 矩阵表示为

E =

[
[s×] s0

0T 0

]
(3.101)

式中, [s×] = As ∈ so(3), s0 ∈ R3. 因此, 李代数元素构成的空间可以表示

为 se(3) ⊂ R4×4. 该六维向量空间的生成元为

Ex =




0 0 0 0

0 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0




, Ey =




0 0 1 0

0 0 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0




, Ez =




0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




Ex0 =




0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




, Ey0 =




0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0




, Ez0 =




0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0



(3.102)

李代数 se(3) 的任意元素可以由上述生成元的线性组合表示. 同时可见, 李

代数 so(3) ∼= R3 是 se(3) ∼= R6 的子空间.
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3. se(3) 的 6× 6 伴随表示

借助于李代数六维向量形式的伴随算子, 李代数的元素又可写为 6 × 6

矩阵形式, 即

U = ad (S) =

[
[s×] 0

[s0×] [s×]

]
(3.103)

式中, 算子 ad (S) ⊂ R6×6 是与李代数维数相同且与 se(3) 标准 4 × 4 矩阵表

示同构的矩阵. 这六个基的伴随表示可写为

ad (Sx) =

[
[sx×] 0

0 [sx×]

]
, ad (Sy) =

[
[sy×] 0

0 [sy×]

]

ad (Sz) =

[
[sz×] 0

0 [sz×]

]
, ad (Sx0) =

[
0 0

[sx×] 0

]

ad (Sy0) =

[
0 0

[sy×] 0

]
, ad (Sz0) =

[
0 0

[sz×] 0

]
(3.104)

由此, 李代数 se(3) 的任意元素均可由上述六个基组合而成.

3.10 李运算与李括号及其等价原理

若李代数以 3.9.3节的向量形式表示, 李运算同于 3.2节与 3.3节的旋量

运算.

定义 3.20 李运算为向量空间的二元运算, 可以归纳为两类运算, 即叉

积与双线性型运算,叉积由李括号表示,而双线性型运算含 Klein型与 Killing

型运算以及正常内积.

注释 3.10 对于以矩阵形式表示的李代数,叉积由李括号表示,而 Klein

型与 Killing 型运算可见 3.2.1 节与 3.2.4 节.

定义 3.21 李括号运算可表示为

[X1,X2] = X1X2 −X2X1 (3.105)

对于 se(3), 李括号既可以由 4 × 4 标准矩阵 E 表示, 又可以采用 6 × 6 伴随

表示 U .

注释 3.11 由 tr [X1,X2] = tr (X1X2)− tr (X2X1) = 0可知, 李括号是特

殊线性群的李代数元素, 即 [X1,X2] ∈ sl(n)
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3.10.1 标准 4× 4 矩阵表示的李括号

3.9.4 节内容给出了李代数的标准 4 × 4 矩阵表示形式. 在式 (3.101) 中,

采用 4× 4 矩阵表示, E1 和 E2 可写为式 (3.101) 的形式

E1 =

[
[s1×] s10

0T 0

]
和 E2 =

[
[s2×] s20

0T 0

]
(3.106)

由此可推导出标准 4× 4 矩阵形式的李括号为

[E1,E2] = E1E2 −E2E1

=

[
[s1×] s10

0T 0

][
[s2×] s20

0T 0

]
−

[
[s2×] s20

0T 0

][
[s1×] s10

0T 0

]

=

[
[s1×][s2×] [s1×]s20

0T 0

]
−

[
[s2×][s1×] [s2×]s10

0T 0

]

=

[
[s1×][s2×]− [s2×][s1×] [s1×]s20 + [s10×]s2

0T 0

]
(3.107)

3.10.2 交换子与 Jacobi 恒等式

根据附录 A, 有

As1As2 −As2As1 = [s1×][s2×]− [s2×][s1×] = [[s1 × s2]×] (3.108)

因此, 式 (3.107) 所示的李括号可表示为

[E1,E2] = E1E2 −E2E1

=

[
[[s1 × s2]×] [s1×]s20 + [s10×]s2

0T 0

]
(3.109)

上式是式 (3.16) 与式 (3.34) 的 4× 4 标准矩阵表示. 可以得出, 李括号表

示两个对象间的运算,即李代数元素的叉积或 3.2.2节与 3.3.2节给出的旋量

叉积.

注释 3.12 李括号又称矩阵交换子, 是线性算子, 可以生成另一个李代

数元素.
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注释 3.13 李括号运算具有下列的反对称特性, 即反交换律:

[X1,X2] = −[X2,X1] (3.110)

此外, 李括号运算不具有结合律, 但满足 Jacobi 恒等式, 为

[X1, [X2,X3]] + [X2, [X3,X1]] + [X3, [X1,X2]] = 0 (3.111)

同时李括号是双线性算子, 有以下表示方式:

[(αX1 + βX2), (γX1′ + δX2′)]

= αγ[X1,X1′ ] + αδ[X1,X2′ ] + βγ[X2,X1′ ] + βδ[X2,X2′ ] (3.112)

上述公式中的 X 为李代数矩阵空间元素.

值得注意的是, 两李代数元素的矩阵相乘, 一般情况下不能得到另一个

李代数元素. 任意满足式 (3.110) 的交换子及式 (3.111) 所示的 Jacobi 恒等式

的代数均为李代数.

注释 3.14 当 R3 空间中的叉积以及 R3 中的元素满足 Jacobi恒等式时,

向量代数即演变为李代数.

3.10.3 6× 6 伴随表示的李括号及其等价定理

定理 3.7 6 × 6 伴随表示的李括号等价于李代数对六维向量形式元素

的伴随作用.

证明 采用 6× 6 伴随表示, 李括号可表示为

ad (ad (S1))ad (S2) = ad (U1)(U2) = [U1,U2] =

[
[s1×] 0

[s10×] [s1×]

][
[s2×] 0

[s20×] [s2×]

]

−
[

[s2×] 0

[s20×] [s2×]

][
[s1×] 0

[s10×] [s1×]

]
(3.113)

上式可进一步变换为
[

[s1×][s2×]− [s2×][s1×] 0

[s10×][s2×]−[s2×][s10×] + [s1×][s20×]−[s20×][s1×] [s1×][s2×]−[s2×][s1×]

]

(3.114)
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由附录 A, 上式可化简为
[

[[s1 × s2]×] 0

[[s1 × s20]×] + [[s10 × s2]×] [[s1 × s2]×]

]
(3.115)

此结果与式 (3.109) 所示的李括号标准 4× 4 矩阵表示结果等价. 进而, 采用

李代数伴随表示 ad (S1) 对李代数向量形式 S2 作伴随作用, 得

ad (S1)S2 =

[
[s1×] 0

[s10×] [s1×]

](
s2

s20

)
=

(
[s1×]s2

[s10×]s2 + [s1×]s20

)

=

(
s1 × s2

s1 × s20 + s10 × s2

)
(3.116)

由此可见, 李括号等价于李代数对其向量形式元素的伴随作用. 证毕.

推论 3.4 标准 4×4矩阵表示的李括号与 6×6伴随表示的李括号等价.

推论 3.5 李代数对 3× 3 矩阵向量空间元素的李括号等价于李代数对

三维向量形式元素的伴随作用.

证明可见附录的定理 A1.

推论 3.6 对于特殊欧氏群的李代数 se(3) 的 4 × 4 矩阵表示的李括

号、6 × 6 伴随表示的李括号以及李代数对向量形式元素的伴随表示的左

作用, 三者等价.

证明可以由式 (3.109)、式 (3.115) 及式 (3.116) 完成.
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正如 Ball 所述, 关于刚体运动的 Chasles 定理是旋量理论的两大基本定

理之一. 在 Ball 推导瞬时旋量及其速度旋量时, 他的带有旋距参量的位移旋

量 (Ball, 1876) 的物理意义为, 刚体绕轴线做旋转运动得到弧度制角位移的

同时, 又沿旋量轴线方向作直线平移. 几乎在同一时期, Clifford 发现了可作

为描述刚体一般螺旋运动的李群算子的对偶四元数. 位移旋量是旋量代数

的一个核心内容.

一般螺旋位移最初由 Dimentberg (1950)进行研究,随后由 Yang (1964)、

Roth (1967)、Tsai 与 Roth (1973) 进行了研究, 由 Bottema 和 Roth (1979) 做

了详细的论证. 有限位移旋量由 Dimentberg 提出, 而后 Yang 和 Freudenstein

(1964)、Hunt (1978)也提出了这一概念. 在 20世纪 90年代, Parkin (1990)、Hunt

和 Parkin (1995)、Dai, Holland 与 Kerr (1995)、Huang (1995, 1997) 对其表示法

做了全面的研究. 有限位移旋量理论的提出是旋量理论由瞬时到非瞬时的

飞跃, 进而与对偶四元数、李群相联系.

本章首先阐述了位移算子与坐标变换的区别, 进而引入了有限位移旋

量算子, 由此引出了多个经典算子, 包括 Rodrigues 向量、Cayley 方程、四元

数与对偶四元数, 揭示了这些经典算子的几何意义与物理意义及其同李群、

李代数之间的内在关联关系.
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4.1 坐标变换

4.1.1 旋转变换

将向量从某一坐标系变换至另一坐标系, 称为刚体坐标变换. 刚体坐标

变换包括旋转、平移和镜像. 本书主要研究常规的刚体变换, 对镜像变换不

作研究. 常规的刚体变换可由点 P 分别在局部坐标系与全局坐标系下的两

组坐标给定, 如图 4.1 所示.

图 4.1 纯旋转运动引起的坐标变换

点 Pl 在局部坐标系 {uvw}中的坐标为 pl = (u, v, w)T, 可变换至全局坐

标系 {xyz} 中的 P 点, 得到坐标 p = (x, y, z)T. 变换过程可描述为

p =




xp

yp

zp


 = Rpl =




cos α − sinα 0

sinα cos α 0

0 0 1







up

vp

wp


 (4.1)

上式给出了关于 z 轴的旋转矩阵 R, 该矩阵描述了局部坐标系相对全

局坐标系的变换. 该矩阵的逆则表示从全局坐标系到局部坐标系的变换, 为

R−1 = RT =




cos α sinα 0

− sinα cos α 0

0 0 1


 (4.2)
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式中, R 为正交矩阵, 满足

RRT = I (4.3)

上式对 t 求微分得

ṘRT + RṘT = 0 (4.4)

亦可写为

ṘRT = −RṘT = (RṘT)T

可见, RṘT 与 ṘRT 是反对称矩阵, 得

[ω×] + [ω×]T = 0 (4.5)

式中, ω = θ̇s, s 为旋转轴, 表述为旋量轴, 见第三章; θ 为绕旋转轴的角度.

定义 4.1 满足式子 A = −AT 的方阵为反对称矩阵, 也称斜对称矩阵.

反对称矩阵有许多特性. 本书以及附录给出了许多其他的特性.

由式 (4.5), 可得

[s×] + [s×]T = 0

式中, s 为式 (3.2) 中给出的旋转运动轴线, 上式采用了其反对称矩阵表达形

式, 即

As = [s×] =




0 −n m

n 0 −l

−m l 0


 (4.6)

如式 (3.99), As 是反对称矩阵表示的李代数 so(3) 元素, 为 As ∈ so(3).

4.1.2 齐次变换

式 (4.1) 表示的旋转矩阵可扩展为齐次坐标形式, 即

H =




cos α − sinα 0 0

sinα cos α 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




如 2.3 节所述, 空间点可以描述为四维向量如 (x, y, z, d)T, 其中 d 是比

例因子, 可以简化为 1 以表示射影空间的单位比例因子.
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注释 4.1 齐次空间是容许李群作光滑传递作用的流形.

因而式 (4.1)的旋转变换可以与平移变换结合为如下描述一般变换的齐

次变换矩阵, 也称仿射变换矩阵:

H =




cos α − sinα 0 dx

sinα cos α 0 dy

0 0 1 dz

0 0 0 1




其分块矩阵形式为

H =

[
R d

0T 1

]
(4.7)

式中,两个坐标系原点间的距离可由 d = (dx, dy, dz)T 得到,零向量 0为三维

列向量. 齐次变换矩阵的逆矩阵为

H−1 =

[
RT −RTd

0T 1

]
(4.8)

在图形学中, 用大于 1 的常量替换矩阵元素 1 使图形缩小, 用小于 1 的

常量代替矩阵元素 1 则使图形放大. 更进一步, 仿射变换矩阵最后一行的零

向量也有特定含义, 当以其他不同的行向量作代换时, 可表示透视变换. 由

于刚体运动不涉及以上两种情形, 本书对此不作过多讨论.

图 4.2 给出了两坐标系的相对位置与姿态.

图 4.2 两坐标系的位置与姿态
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由此, 仿射变换矩阵的一般形式可写为

H =




i · in i · jn i · kn r · i
j · in j · jn j · kn r · j
k · in k · jn k · kn r · k

0 0 0 1




=




cos(x, u) cos(x, v) cos(x,w) rx

cos(y, u) cos(y, v) cos(y, w) ry

cos(z, u) cos(z, v) cos(z, w) rz

0 0 0 1




(4.9)

仿射变换矩阵的物理意义与几何意义明确. 左上方 3×3子矩阵为旋转矩

阵, 其每一列分别为局部坐标系 {uvw}的单位坐标向量在全局坐标系 {xyz}
下的坐标, 同时, 每一行是全局坐标系的单位坐标向量在局部坐标系下的坐

标. 仿射变换矩阵的最后一列给出了局部坐标系原点的位置向量在全局坐

标系各坐标轴上的投影. 其中, 旋转矩阵可视为由三个正交列向量或正交行

向量分别构成的两种形式, 为

R = [u v w] =




xT

yT

zT


 (4.10)

4.2 位移算子与坐标变换

4.2.1 位移算子

位移算子是作用在向量空间上且保持其欧几里得度量的李群元素. 每

一个算子表示一个连续流形. 流形中的曲线定义运动, 位移可视为旋转和平

移仿射映射的结果. 如用方程描述, 则为

p′ = Rp + d (4.11)

式中, R 和 d 为位移算子, 其将位置向量 p 移到位置向量 p′. 两个向量均以

全局坐标系度量, 如图 4.3 所示, 即

p = (px, py, pz)T

和

p′ = (p′x, p′y, p′z)
T
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式 (4.11)给出了仿射变换.将位置向量坐标写为齐次坐标形式,并引用式 (4.7)

给出的仿射变换矩阵 H, 式 (4.11) 写成 4× 4 齐次坐标形式为

P ′ = HP (4.12)

式中, P 和 P ′ 为齐次坐标, 即

P = (px, py, pz, 1)T

和

P ′ = (p′x, p′y, p′z, 1)T

式 (4.12)中,矩阵 H 称为齐次位移算子. H 是齐次形式的特殊欧氏群 SE(3)

(也称刚体位移群)的元素,其能实现 SE(3)对向量空间的左作用. 其中, SE(3)

为包含 R ∈ SO(3) 和 d ∈ R3 的六维李群. 其位移见图 4.3.

图 4.3 位移与位移算子

4.2.2 坐标变换与位移算子的关系

在 4.2.1 节中, 点 P 和 P ′ 均在全局坐标系下度量, 旋转矩阵 R 和平移

向量 d均为算子. 本节讨论坐标变换,如图 4.4所示,建立局部坐标系 {uvw},
点 P 在局部坐标系下的坐标记为 pl, 由此可得点 P 在全局坐标系 {xyz} 下
的坐标为

p = Rpl + r (4.13)
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图 4.4 空间点分别在局部坐标系与全局坐标系下的描述

由此, 空间任意一点的位置均可同时用全局坐标系 {xyz} 和局部坐标
系 {uvw} 描述. 如果已知其中一个坐标, 根据该式可求得另一坐标.

如图 4.4 所示, 尽管变换了参考坐标系, 点的空间位置仍然保持不变. 坐

标系的变换一般用旋转矩阵 R和平移向量 r 表示. 对比图 4.3和图 4.4不难

发现, 图 4.3 中点 P 到点 P ′ 的平移向量 d 与图 4.4 描述局部坐标系和全局

坐标系间的坐标变换的平移向量 r 是相等的. 图 4.5 展示出平移向量 d 等

效于坐标变换向量 r. 坐标变换与位移算子的根本不同在于, 对坐标变换而

言, 式 (4.13) 中的向量采用不同的参考坐标系进行度量; 而对位移算子而言,

图 4.5 坐标变换与位移的概念的对比
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式 (4.11) 所示的所有向量是在同一参考坐标系下度量. 后者可用来描述位

移, 这些是研究运动位移物理意义与数学内涵的基础.

图 4.5 与本节的讨论表明, 坐标变换仅是坐标系的变化, 如同在计算机

辅助设计系统 (McMahon 和 Browne, 1998) 中观测点的变换. 众所周知, 观测

点的变化对物体或几何体的空间位姿不造成影响. 位移算子则不然, 它能使

物体或几何体产生位置和姿态的变化. 这如同在计算机辅助设计系统中对

几何体作了修改. 因此, 尽管合理地构建局部坐标系有助于分析, 但在应用

位移算子之前, 必须将物体的坐标变换为全局坐标系下的坐标.

4.3 一般运动的仿射变换及其空间结构与群表示

位移算子是包含旋转和平移的仿射变换.

定义 4.2 仿射变换或仿射映射是包含线性变换 (矩阵乘) 与平移变换

(向量加) 的变换, 其变换不保留线性空间的原点, 但保持直线或距离比值.

仿射变换从属于一个线性投影变换, 使无穷远平面保持不变.

注释 4.2 在本书中, 仅限于同一维数的仿射空间的仿射映射.

注释 4.3 仿射特性是仿射变换保持的几何特性,若仿射变换为 A : V →
W , 其中 V、W 为仿射空间, 则有

(1) 共线性: 给定仿射子空间 S + v ⊂ V , 则 A(S + v) ⊂ W .

(2)平行性: 假定仿射子空间 S + a与 S + b平行,则 A(S + a)与 A(S + b)

平行.

(3) 比例特性: 对于仿射空间 V 中共线的三点 P1, P2, P3; 线段 P1P2

与 P2P3 的比值同 A(P1)A(P2) 与 A(P2)A(P3) 的比值相等.

注释 4.4 齐次坐标的应用使刚体平移与旋转的仿射变换得以用矩阵

乘积完成. 这种方法需要将所有位置向量在尾端扩展 “1”, 所有表示姿态的

自由向量在尾端扩展 “0”. 这样所得的矩阵为齐次矩阵,或仿射变换矩阵,也

称投影变换矩阵. 这种表示展示了作为 GL(3) 与 T (3) 采用半直乘组合得到

的所有可逆仿射变换的集合.这一集合是在组合规律下操作的群,为仿射群.

注释 4.5 附加 “1” 在每一位置向量上, 附加 “0” 在每一自由向量上,

欧氏空间可被映射为高一维仿射空间的子空间. 原有空间的原点被映射成
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为 (0, 0, · · · , 1). 该高一维空间的坐标为齐次坐标, 其空间为实射影空间.

定义 4.3 仿射空间 (也称线性流形) 是概括欧氏空间的仿射性质的几

何结构. 换言之, 仿射空间是向量空间加群的主齐次空间.

仿射空间可以表示为点集 A 及其映射

` : V ×A → A, (v, a) 7→ v + a

并有以下特性.

(1) 左恒等: ∀a ∈ A, 0 + a = a.

(2) 结合律: ∀b, c ∈ V , ∀a ∈ A, b + (c + a) = (b + c) + a.

(3) 唯一性: ∀a ∈ A, V → A: v 7→ v + a 是双射.

其中, 向量空间 V 是仿射空间 A 的基础, 也称差异空间.

注释 4.6 将欧氏空间 E 中每一个向量附属一个仿射空间上的平移变

换, 欧氏空间 E 则被赋予从属于 E 的仿射空间结构, 称为经典结构.

推论 4.1 从属于欧氏空间 E 的仿射空间是一个度量空间.

如 2.3 节所述, 空间一点可表示为三维射影空间元素 (x, y, z, w)T, 其

中 w 为缩放比值, 常被视为单位 1, 代表射影空间的单位量.

定义 4.4 仿射变换矩阵构成仿射群1, 为

Aff (n) =

{
H ≡

[
R d

0T 1

]∣∣∣∣∣ R ∈ GL(n),d ∈ Rn

}
⊆ GL(n + 1)

该定义给出了一般线性群 GL(n + 1) 的闭合子群.

定义 4.5 仿射群可以表示为一般线性群 GL(n) 与平移群 T (n) 的半直

积, 即

Aff (n) = GL(n) ∝ T (n)

定义 4.6 在抽象代数中, 半直积是一种由至少一个为正规子群的两个

子群构造另一个群的特殊方法.

给定两个子群, 其中一个为正规子群, 通过上述半直积可以组成群. 平

移群 T (3) 与它自身构成的空间同构. 平移也是仿射变换, 并保留直线及长

度度量的比值.
1在仿射群 Aff(n) 中, 矩阵 R 可表示任意 n× n 可逆矩阵.
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定义 4.7 一般线性群 GL(n)是具有常规矩阵运算的 n× n 可逆矩阵的

集合. 其中, 行列式为 1 的矩阵组成的集合为特殊线性群 SL(n).

定义 4.8 特殊仿射群2是仿射群的子群, 为

SA(n) =

{
H ≡

[
R d

0T 1

]∣∣∣∣∣ R ∈ SL(n), d ∈ Rn

}

定义 4.9 平移群 T (n) 是所有平移的集合, 与自身空间同构, 并为特殊

欧氏群 SE(n)的正规子群. T (n)对 SE(n)的商群与特殊正交群 SO(n)同构.

注释 4.7 平移是没有定点的仿射变换.

T (3) 元素可用 R3 中的三维向量表示, 如式 (4.11) 中向量 d 所示. 因此,

T (3) 的群流形为三维欧氏空间 R3.

4.4 旋转算子、旋转群 SO(3) 与指数映射

4.4.1 群公理与李群

公理 4.1 具有二元运算 “◦” 的集合 G 构造群时, 需满足下列公理.

封闭性: 在二元运算作用下, 对于任意 g1, g2 ∈ G, 有 g1 ◦ g2 ∈ G.

单位元: 对于任意 g ∈ G, 存在单位元 e ∈ G, 使得 g ◦ e = e ◦ g = g 成立.

可逆性: 对于任意 g ∈ G, 存在逆元 g−1 ∈ G, 使得 g ◦ g−1 = g−1 ◦ g = e

成立.

结合律: 对任意 g1, g2, g3 ∈ G, 均有 (g1 ◦ g2) ◦ g3 = g1 ◦ (g2 ◦ g3) 成立.

其中, “◦” 为二元运算, 含加法与乘法运算, 也称群的运算. 在一般表述

中, 符号 “◦” 可以省略. 可以证明, SO(3) 是满足矩阵乘法运算的群.

定义 4.10 李群是具有几何对称性的平滑群操作的光滑流形, 也称微

分流形, 是有限维光滑流形构成的群, 其群运算乘法与求逆均满足作用在一

对群元素上的光滑映射 G × G → G, 表示为 (g1, g2 ∈ G) 7→ g1g2 ∈ G 和 g ∈
G 7→ g−1 ∈ G.

以上定义可由下列公理详尽地给出.

2在特殊仿射群 SA(n) 中, 矩阵 R 可表示任意 n× n 可逆矩阵, 且行列式为 1.
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公理 4.2 李群满足下列光滑映射.

(1)群运算 (组合)的光滑映射: 对于 g(x)◦ g(y) = g(z),群运算 z = φ(x, y)

的映射是可微的.

(2) 对于 g(x)−1 = g(y), 群的逆的映射 y = Ψ(x) 是可微的.

公理 4.1 阐述了李群的封闭性、单位元、可逆性及结合律, 公理 4.2 表

明李群及其逆是可微分的光滑流形.

注释 4.8 李群也被认为是具有对称性的平滑变换的集合. 矩阵群给出

了最通常的李群的实例. 李群是现代几何学的核心之一.

注释 4.9 李群可由下列方式进行构造:

(1) 两李群的积仍为李群.

(2) 李群的拓扑闭合子群仍为李群, 这称为 Cartan 定理.

(3) 李群采用闭合正则子群得到的商仍为李群.

注释 4.10 每一个李群都对应于一个李代数, 其向量空间是李群流形

在单位元处的切空间, 并完全含有群的局部结构.

4.4.2 旋转群

旋转群 SO(3) 是有限旋转的集合, 用于完成组合运算下绕经过三维欧

氏空间 R3 原点的轴线的旋转, 也是 R3 的李群.

定义 4.11 旋转群 SO(3) 也称特殊正交群, 是所有行列式为 1 的 3 × 3

正交矩阵的集合.

机构或机器人运动引起的姿态变化为向量空间上的曲线 R(t) ∈ SO(3),

其中 t ∈ [0, T ], 这给出了机构或机器人的位形空间. 如图 4.1 所示, 以空间任

意方位且过原点的线矢量为旋转轴线, 可得正交矩阵

R =




r11 r12 r13

r21 r22 r23

r31 r32 r33


 (4.14)

属于 SO(3) 的旋转矩阵 R 具有如下一些重要性质, 可以反映其角位移的本

质属性, 为

RTR = I (4.15)
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并且

det R = 1 (4.16)

这给出了一般线性群 GL(3) 上的三阶代数簇. 其子空间为微分流形, 李群流

形为三维射影空间 P3.

与矩阵 R 的单位特征值对应的特征向量是与旋转轴线共线的向量, 且

可以用来确定其唯一的单位向量. 从矩阵 R 入手, 可得旋转角 θ 为

cos θ =
trR− 1

2
(4.17)

式 (3.2) 中向量 s 描述的旋转轴线可由下述反对称矩阵得出:



0 r12 − r21 r13 − r31

r21 − r12 0 r23 − r32

r31 − r13 r32 − r23 0


 (4.18)

向量 u 是非归一化的旋转轴, 可从上式得

u =




r32 − r23

r13 − r31

r21 − r12


 (4.19)

向量 u 对应于 5.4.1 节将要讨论的特征旋量, 其范数为

‖u‖ = 2 sin θ (4.20)

由单位向量 s 描述的轴线姿态为

s =
u

‖u‖ = (l, m, n)T (4.21)

4.4.3 Rodrigues 方程与 so(3) 到 SO(3) 的指数映射

与 4.4.2 节内容的推导过程相反, 根据 Rodrigues 方程 (Grattan-Guinness,

1997), 由旋转运动轴线 s 及旋转角度 θ, 可推导出旋转矩阵 R, 为

R = I + sin θAs + (1− cos θ)AsAs (4.22)

式中, I 为 3× 3 单位矩阵; As 为向量 s 的反对称矩阵表示, 具有用向量 s 对

其他向量作叉积运算的功能. As 又可写为式 (4.6) 所示的 [s×].



4.4 旋转算子、旋转群 SO(3) 与指数映射 · 97 ·

式 (4.6) 给出了基于向量 s 的叉积线性算子, 即 v 7→ s × v, 但以矩阵形

式表示. 由此向量叉积可写为

s× v = [s×]v (4.23)

因反对称矩阵具有如下性质:

As + AT
s = 0 (4.24)

由 Jacobi 定理 (Eves, 1980), 该矩阵的行列式满足下列等式:

det As = det AT
s = det(−As) = −detAs = 0 (4.25)

式中, As 以式 (4.6) 所示的 3 × 3 反对称矩阵形式给出了李群 SO(3) 的李代

数 so(3).

因此, 式 (4.22) 给出了 so(3) 到 SO(3) 的指数映射, 为

R = eθAs = I + sin θAs + (1− cos θ)AsAs (4.26)

定义 4.12 指数映射是李代数 V 到李群 G 的光滑映射, 表示为 exp :

V → G.

注释 4.11 如果 G是矩阵李群, 其指数映射等同于矩阵指数, 由正常的

序列展开, 见式 (4.28). 通常情况下, 反对称矩阵的指数映射可给出以正交矩

阵形式表示的旋转矩阵, 其特征值为 1. 从反对称矩阵到旋转矩阵的指数映

射为满射. 由此, 从旋转运动的 “轴 – 角” 表示法到旋转矩阵的指数映射可

表示为

exp : so(3) → SO(3) (4.27)

当给定单位长度的轴线 s ∈ R3 及旋转角度 θ ∈ R 时, 式 (4.26) 可由 Taylor 展

开推导并根据附录 B 定理 A.2 给出, 过程如下:

R = eθAs =
∞∑

k=0

(θAs)k

k!
= I + θAs +

1
2
(θAs)2 +

1
6
(θAs)3 + · · ·

= I + As

(
θ − θ3

3!
+

θ5

5!
− · · ·

)
+ A2

s

(
θ2

2!
− θ4

4!
+

θ6

6!
− · · ·

)

= I + sin θAs + (1− cos θ)AsAs (4.28)
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若采用式 (4.21) 所示的单位向量, 并用旋转运动的非归一化轴线 u 的

分量取代反对称矩阵中 s 的分量, 式 (4.26) 的指数映射可变换为

eθAu = I + sin(‖u‖θ) Au

‖u‖ + (1− cos(‖u‖θ)) A2
u

‖u‖2 (4.29)

式中, Au 为轴线 u 对应的反对称矩阵, 即

Au =




0 −uz uy

uz 0 −ux

−uy ux 0


 = [u×] (4.30)

由此,式 (4.29)定义了从非归一化李代数到李群的指数映射. 进一步推导,由

于

AsAs = ssT − I (4.31)

并考虑反对称矩阵的性质, 式 (4.22) 可改写为

R = cos θI + sin θ[s×] + (1− cos θ)ssT (4.32)

这就给出了 Rodrigues 公式的另一种形式, 其详细讨论将在 4.5.3 节给出, 其

证明将在后续讨论四元数的章节中完成. 至此, 本章完整地定义了变化范围

为 −π < θ < π 和旋转运动轴线为 s 的非单位矩阵旋转算子 R.

旋转运动轴线向量 s 的三个坐标分量与标量 θ 的有序组合可唯一确定

地描述定轴旋转. 该有序组合不具备可交换性与可加性, 因此不可能通过传

统的向量积运算获得其他具有明确几何意义或物理意义的量. 然而, 引入该

姿态向量或有限旋转运动向量 θs 可以唯一确定相对于参考姿态的任意旋

转运动的状态. 有限旋转运动向量的优点是三维非线性向量空间中的点在

其空间中可以直接用来描绘旋转运动.

4.5 Rodrigues 参数、Rodrigues 方程与 Cayley 方程

4.5.1 平面运动的 Rodrigues 参数与 Rodrigues 方程

刚体旋转可用 Rodrigues 参数 (Rodrigues, 1840) 描述. Rodrigues 参数

是赋予半角正切值的旋转轴线姿态的三个参量, 即

bx = tan
θ

2
sx, by = tan

θ

2
sy, bz = tan

θ

2
sz (4.33)
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式中

s = (sx, sy, sz)T (4.34)

即式 (3.2)所示旋量的旋转运动轴线.式 (4.33)所示的参数为采用旋转角对应

的半角的正切值表示的 Rodrigues 参数. Rodrigues 参数的提出, 意味着旋转

角首次以半角形式出现在关于旋转运动的数学研究之中. 半角是旋转参数

化的一个最基本特征, 也是运动学中的纯旋转最优雅的度量表示, 见图 4.6.

图 4.6 旋转运动中的向量菱形与半角

如图 4.6 所示, 向量 v1 相对于 z 轴共线的轴线 s 做旋转运动得到向

量 v2; 向量 v1 与其旋转得到的向量 v2 在 x − y 平面上的投影分别为 v1p

和 v2p; 这一旋转运动的旋转角为 θ. 在 x − y 平面上, 作平行于向量 v2p 的

直线 P1Q 和平行于向量 v1p 的直线 P2Q 组成了向量菱形. 作出对角线 P1P2

和 OQ, 其交点 Pm 为菱形的中心, 可以得到

tan
θ

2
=

P1Pm

OPm
(4.35)

用菱形对角线 v2p − v1p 和 v2p + v1p 取代上式的线段, 得

tan
θ

2
=
‖v2p − v1p‖
‖v2p + v1p‖ (4.36)

采用图 4.6 给出的模长与姿态, 原点在位移中心的平面运动的 Rodrigues 公

式 (Coe, 1934) 即可获得, 为

v2p − v1p = b× (v2p + v1p) = tan
θ

2
s× (v2p + v1p) (4.37)
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式中, b 是由 (4.33) 所示的 Rodrigues 参数构成的 Rodrigues 向量. 如用原有

向量 v1 和 v2 代替投影得到的向量 v1p 和 v2p, 上式仍成立, 即

v2 − v1 = b× (v2 + v1) (4.38)

也可写为

v2 − v1 = B(v2 + v1) (4.39)

式中, B 为向量 b 的反对称矩阵表示, 采用式 (4.33) 中的元素, 表示为

B =




0 −bz by

bz 0 −bx

−by bx 0


 (4.40)

该反对称矩阵在采用式 (4.33)中的 Rodrigues向量构建旋转矩阵时有着至关

重要的作用.

当坐标系原点位于旋量轴线其他位置时, 可以证明, 如将平面坐标系下

的两个向量变换为球面坐标系下的向量, 式 (4.39) 中的 Rodrigues 方程同样

成立. 当坐标系原点不在旋转运动轴线 s 上时, 用 e 表示原点相对于运动瞬

心的位置向量, 下式可以由式 (4.37) 推出:

v2p − v1p = b× (v2p + v1p − 2e) (4.41)

4.5.2 一般运动的 Rodrigues 方程

对于一般空间运动,将螺旋平移运动算子 σ作用于向量 v2p,则得到 v′2 =

v2p−σs. 由式 (4.41)可得到能够产生综合旋转和平移的一般螺旋运动的 Ro-

drigues 方程 (Gibbs, 1901; Coe, 1934) 为

v2p − v1p = b× (v2p + v1p − 2e) + σs (4.42)

与式 (4.38)类似, 用原有向量 v1 和 v2 代替投影得到的向量 v1p 和 v2p 后, 上

式仍然成立, 即

v2 − v1 = b× (v2 + v1 − 2e) + σs (4.43)

Rodrigues 的工作首次将运动与产生运动的力系完全分开, 单独进行位

移的研究.上述的 Rodrigues组合方程 (Rodrigues, 1840; Coe, 1934; Craig, 1989)

是由两个已知旋转轴线方向及旋转角的运动确定运动合成后的轴线方向以

及旋转角的数学问题而提出的.
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4.5.3 旋转运动的 Rodrigues 方程

由图 4.6 所示的几何关系, 旋转得到的向量 v2 为

v2 = v2p + vz (4.44)

此式给出了向量 v2 在 x− y 平面的投影与在 z 轴投影的合向量. 由图 4.6可

知, v2 作为由 v1 旋转得到的向量, 满足下述式子:

v2 = v1p cos θ + u sin θ + vz (4.45)

将式

v1p = v1 − vz = v1 − (s · v1)s (4.46)

及式

u = s× v1 (4.47)

代入式 (4.45), 可推导出

v2 = (v1 − (s · v1)s) cos θ + (s× v1) sin θ + (s · v1)s

= v1 cos θ + (s× v1) sin θ + (s · v1)s(1− cos θ) (4.48)

写成矩阵形式为

v2 = v1 cos θ + [s×]v1 sin θ + ssTv1(1− cos θ)

= (cos θI + [s×] sin θ + ssT(1− cos θ))v1

= Rv1 (4.49)

式中, ssT 称为两向量的外积, 又称张量积. 由此可得旋转运动的 Rodrigues

方程 (Bisshopp, 1969) 为

R = cos θI + sin θ[s×] + (1− cos θ)ssT (4.50)

定义 4.13 外积又称两向量的张量积, 对比内积生成标量, 外积由一对

向量生成矩阵. 外积也被认为是矩阵直积 (Kronecker积)的特例,记为 u⊗v

或 uvT.

Rodrigues旋转运动方程是完成已知轴线向量和旋转角的旋转的有效方

法. 换句话说, 无须计算出全部矩阵指数, Rodrigues 方程就可以完成从三维

旋转群的李代数 so(3) 到旋转群 SO(3) 的指数映射.
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4.5.4 旋转运动的 Cayley 方程

如图 4.6 所示, 向量 v1 和 v2 在 x− y 平面内的投影 v1p 和 v2p 构成了菱

形 OP1QP2, 其对角线
−−−→
P1P2 = v2p − v1p 与对角线

−−→
OQ = v2p + v1p 正交, 则有

(v2p − v1p)(v2p + v1p) = 0 (4.51)

式中

v2p − v1p = (R− I)v1p (4.52)

和

v2p + v1p = (R + I)v1p (4.53)

将式 (4.53) 代入式 (4.52) 且不考虑特征值为 −1 的特殊情况, 可得

v2p − v1p = (R− I)(R + I)−1(v2p + v1p) = B(v2p + v1p) (4.54)

这就给出了矩阵 B, 为

(R− I)(R + I)−1 = B (4.55)

由式 (4.51), 可以证明 B 为式 (4.40) 所示的反对称矩阵 (Bottema 和 Roth,

1979), 则上式可变换为

(I −B)R = I + B (4.56)

因此, 可得到 Cayley 方程为

R = (I −B)−1(I + B) (4.57)

考虑到矩阵 I + B 和 (I −B)−1 的可交换性, Cayley 方程的等价方程为

R = (I + B)(I −B)−1 (4.58)

可以证明, 所有反对称矩阵均可根据 Cayley 方程定义一个正交矩阵. 因此,

当角度不等于 180◦ 时, 式 (4.14) 所示的一般运动的旋转矩阵可通过基于

式 (4.33) 所示的 Rodrigues 参数的 Cayley 方程推导出.
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4.6 研究旋转运动的四元数法及其与李群、李代数的关联

单位四元数是 Clifford 偶子代数子群的元素, 为描述几何体的位姿提供

了有效和可靠的工具, 并已在计算机图形学与视觉技术、机器人学及导航

技术等领域得到了成功的应用. 为了扩展实数、复数的概念及四元数到高

维与超复数问题, Clifford (1876) 创建了 Clifford 代数. 它是特殊类型的结合

代数, 是一个向量空间, 也是有效的计算工具. Hamilton 四元数与对偶四元

数是 Clifford代数空间的元素.由于从计算误差中恢复数据显得简洁而有效,

Clifford 代数的元素和四元数被广泛应用于计算机科学领域.

4.6.1 Hamilton 四元数与共轭四元数

定义 4.14 四元数是标量与向量的组合形式, 作为复数概念合乎逻辑

的延伸, 其实部以标量表示, 虚部为三维向量空间中的向量. 四元数源于三

个满足特定运算法则即 i2 = j2 = k2 = ijk = −1 的抽象符号 i、j、k, 表示

为 Q = q0 + q = q0 + q1i + q2j + q3k.

定义 4.15 四元数乘积具有下述形式:

(q0 + q)(s0 + s) = q0s0 − q · s + q0s + s0q + q × s (4.59)

其矩阵运算形式为

QSq =




q0 −q1 −q2 −q3

q1 q0 −q3 q2

q2 q3 q0 −q1

q3 −q2 q1 q0







s0

s1

s2

s3




= Hqsq

非零四元数的逆可用共轭四元数与四元数范数平方的比值表示, 即

(q0 + q)−1 =
(q0 + q)∗

‖q0 + q‖2 =
q0 − q

q2
0 + ‖q‖2 (4.60)

式中, q0 − q = Q∗ 为定义 4.14 给出的四元数的共轭四元数.

定义 4.16 Hamilton 算子 Hs 为 4× 4反对称矩阵,类似于纯四元数与

真四元数相乘时的矩阵, 为
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Hs =




0 −qx −qy −qz

qx 0 −qz qy

qy qz 0 −qx

qz −qy qx 0




Hamilton 四元数的范数定义为

QQ∗ = (q0 + q)(q0 − q) = q2
0 + ‖q‖2 = ‖Q‖2 (4.61)

因此, Hamilton 四元数可表示为

Q = cos θ + sin θq (4.62)

Hamilton 四元数可构造为 Clifford 代数 Cl0,2 的偶子代数. 四元数的几

何意义通过 Cayley (1845) 对采用四元数算子描述三维空间中旋转的研究得

以揭示.

4.6.2 Euler-Rodrigues 参数与 Rodrigues 四元数

基于由赋予旋转角半角正弦值的旋转轴线三维向量加之旋转角半角的

余弦值构成的 Euler-Rodrigues 四参数 (Rodrigues, 1840), Rodrigues 四元数

可表示为

Q = s0 + s = (s0, s1, s2, s3) = cos
θ

2
+ sin

θ

2
s (4.63)

式中, s 的含义已在式 (4.34) 中给出, 且为 Clifford 代数 Cl0,2 的元素. 因此,

旋转运动可采用 Clifford 代数 Cl0,2 的元素来完成. 与 Q(πs) 等价的四元数

是 R4 中的 (0 + s), 而 Rodrigues 四元数的共轭四元数为

Q∗ = Q−1 = cos
θ

2
− sin

θ

2
s (4.64)

四元数构成一个连续群, 所以是李群的一种表示. 单位四元数群与三维旋转

群同构.

4.6.3 四元数与李群、李代数的关联

Hamilton 四元数与 Rodrigues 四元数均为单位四元数, 即满足

q2
0 + q2

1 + q2
2 + q2

3 = 1 (4.65)
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单位四元数的乘法运算是平稳连续的, 因此可构成与特殊酉群 SU(2) 以

及 Spin(3) 同态的李群, 是特殊正交群 SO(3) 的双覆盖. 四元数的乘法运算

对应于旋转群的合成运算. 单位四元数群与李群 SO(3) 有着同样的李代数.

每个李群 SO(3) 的元素对应于单位四元数 Q 和 −Q 的四元数共轭运算, 如

下所示:

V ′ = QV Q∗ = (−Q)V (−Q)∗ (4.66)

式中, V 和 V ′ 为下文定义 4.17 给出的纯四元数, 即李代数. 李群对其李代

数的作用与单位四元数对向量的共轭运算的等效性说明单位四元数构成的

群是 SO(3) 的双覆盖 (Heard, 2006). 该李群为 R4 中的三维球面.

定义 4.17 当四元数表示为如下形式时, 即

V =

(
0

v

)
(4.67)

称为纯四元数或向量四元数.

注释 4.12 纯四元数为李代数的四元数表示.

纯四元数的存在使得四元数代数演变为具有加法和乘法运算封闭性的

代数,并且满足 3.9.1节给出的反对称性与 Jacobi恒等式. 式 (4.66)中的单位

四元数共轭运算完成了李群对其李代数的作用. 由式 (4.66) 可得, 这两个四

元数 Q 和 V 可分别看成操作算子与操作数.

4.6.4 四元数形式的旋转操作与 Rodrigues 方程

旋转运动可由式 (4.66) 所示的四元数共轭运算完成. 这一运算类似

于 Rodrigues 方程的四元数算子运算. 此时四元数拥有操作算子与操作对

象两种角色. 在四维向量空间中, 左乘和右乘均为线性变换. 如式 (4.66) 以

及 5.7 节所示, 四元数共轭运算表示线性作用在李代数元素 V 上的李群, 这

一操作将纯四元数 V 作一般螺旋运动变换至另一纯四元数 V ′. 将式 (4.63)

和式 (4.64) 代入式 (4.66), 得

V ′ =
(

cos
θ

2
+ sin

θ

2
s

)
V

(
cos

θ

2
− sin

θ

2
s

)

=
(

cos
θ

2
+ sin

θ

2
s

)(
sin

θ

2
v · s + cos

θ

2
v − sin

θ

2
(v × s)

)
(4.68)
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即构成了新的李代数元素. 上式实部为

Re (V ′) = sin
θ

2
cos

θ

2
v · s− sin

θ

2
cos

θ

2
s · v + sin2 θ

2
s · (s× v) = 0

虚部为

Im (V ′) = cos2
θ

2
v − sin

θ

2
cos

θ

2
(v × s) + sin2 θ

2
(v · s)s

+sin
θ

2
cos

θ

2
s× v − sin2 θ

2
s× (v × s)

= cos2
θ

2
v + sin θ(s× v) + sin2 θ

2
(v · s)s− sin2 θ

2
s× (v × s)

由向量三重积特性 s× (v × s) = (s · s)v − (s · v)s, 得

Im (V ′) = cos2
θ

2
v + sin θs× v + sin2 θ

2
(v · s)s− sin2 θ

2
(v(s · s)− s(s · v))

= cos θv + sin θ(s× v) + 2 sin2 θ

2
(s · v)s (4.69)

因此, 式 (4.68) 可变换为

V ′ =
(

cos
θ

2
+ sin

θ

2
s

)
V

(
cos

θ

2
− sin

θ

2
s

)

= 0 + cos θv + sin θ(s× v) + (1− cos θ)(s · v)s (4.70)

由 4.5.3 节的两个向量的外积或张量积, 上式可写为

V ′ =

(
0

(cos θI + sin θ[s×] + (1− cos θ)ssT)v

)
=

(
0

Rv

)
(4.71)

因此, 式 (4.32) 和 (4.50) 给出的旋转运动的 Rodrigues 方程可由 Rodrigues 四

元数对纯四元数的共轭运算生成.

4.7 研究一般运动的对偶四元数法

4.7.1 对偶四元数3与 Hamilton 算子

单位对偶四元数是表 3.2 中 Clifford 给出的双四元数的现代名称. 采用

对偶四元数法研究多个连续的螺旋运动尤为有效. 对偶四元数理论属于 Clif-

ford 代数. 对偶四元数与线性代数结合可以方便地表述刚体的一般运动, 进
3对偶四元数由两个四元数组成, 分别为其主部与副部, 也有称原部与对偶部.
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而构造刚体位移群模型. 对偶四元数的主部为 Euler-Rodrigues 四元数, 其副

部如下述定义.

定义 4.18 对偶四元数的副部是代表平移向量的向量四元数与对偶四

元数主部的四元数积, 即

Q0 =
1
2
dQ =

1
2
(0 + d)(q0 + q) =

1
2
(−d · q + q0d + d× q)

= q00 + q0 = (q00, q01, q02, q03)T (4.72)

式中, (0 + d) 为向量四元数, 是 Cl0,2 的元素; (q0 + q) 则为式 (4.63) 给出的对

偶四元数的主部.

按照四元数运算规则, 由上式可以导出四元数副部的矩阵形式, 为

Q0 =




q00

q01

q02

q03




=
1
2




0 −dx −dy −dz

dx 0 −dz dy

dy dz 0 −dx

dz −dy dx 0







q0

q1

q2

q3




= HsQ (4.73)

式中, Q = (q0, q1, q2, q3)T, 由式 (4.63) 定义. 这里再次给出 4 × 4 反对称矩阵

的 Hamilton 算子 Hs.

平移向量 d也可采用反对称矩阵形式表示,由式 (4.72)可得对偶四元数

的副部为

Q0 =
1
2
(−d · q + q0d + d× q)

=
1
2
(−d · q + q0d + (Dq)) (4.74)

式中, D 即为反对称矩阵, 为

D = [d×] =




0 −dz dy

dz 0 −dx

−dy dx 0


 (4.75)

将式 (4.75) 中的矩阵 D 代入式 (4.74), 可得对偶四元数的副部, 为

Q0 =
1
2
(−d · q + q0d + d× q)

=
1
2

(
−d · q, q0dx +

∣∣∣∣∣
dy dz

q2 q3

∣∣∣∣∣ , q0dy +

∣∣∣∣∣
dz dx

q3 q1

∣∣∣∣∣ , q0dz +

∣∣∣∣∣
dx dy

q1 q2

∣∣∣∣∣

)
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=
1
2
(−q1dx − q2dy − q3dz, q0dx + q3dy − q2dz, q0dy + q1dz − q3dx,

q0dz + q2dx − q1dy) (4.76)

该表达式也可参考 Bottema 和 Roth (1979) 的著作. Q0 的四个分量恰

为 Study (1891, 1903, 1913) 提出的胞体模型的八个齐次坐标的后四个元素.

在 Study 的研究中, 半角的概念与七维射影空间被用来研究刚体运动. 七维

射影空间的超二次曲面与直线对应的五维射影空间的 Klein二次曲面 (Klein,

1924; Coolidge, 1940) 极为类似. Study 超二次曲面上的点能够描述刚体的包

含位置和姿态的全部位姿信息. McAulay (1898) 曾采用对偶四元数描述作用

在刚体上的力系及刚体上点的速度分布, 这是应用对偶四元数描述刚体有

限位移的最早的尝试. 在此基础上, Yang (1963)、Yang 和 Freudenstein (1964)

将四元数应用到了空间机构运动学的分析中.

若旋量轴线偏离原点, 如 5.2.2 节定理 5.2 所述, 则平移向量 d 包含两部

分,即由 Rodrigues参数定义的沿旋量轴线的平移和 5.2.1节给出的由轴线相

对原点的位置向量 r 引起的等效平移 re (Dai, 2012). 因此, 平移向量 d 有如

下结构:

d = (dx, dy, dz)T = re + hs = (I −R)r + hs (4.77)

式中, hs是沿旋量轴线的平移, 5.2节将给出详细说明. 由式 (4.72),对偶四元

数的副部可写为

Q0 =
1
2
(−((I −R)r) · q − hs · q + q0((I −R)r + hs)

+((I −R)r)× q + hs× q)

=
1
2

(
− sin

θ

2
hs · s− sin

θ

2
((I −R)r) · s + sin

θ

2
hs× s

+sin
θ

2
((I −R)r)× s + q0((I −R)r + hs)

)

=
1
2

(
− sin

θ

2
h− sin

θ

2
((I −R)r) · s + sin

θ

2
((I −R)r)× s

+q0((I −R)r + hs)
)

(4.78)
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考虑 5.2.1 节给出的等效平移 re, 上式可变换为

Q0 =
1
2

(
− sin

θ

2
h− sin

θ

2
re · s, sin

θ

2
re × s + q0(re + hs)

)

= −1
2

(
h sin

θ

2
− 1

2
sin

θ

2
re · s, h cos

θ

2
s + cos

θ

2
re + sin

θ

2
re × s

)
(4.79)

如果旋量轴线通过原点, 则 r 为 0, 化简上式得

Q0 =
1
2

(
− sin

θ

2
h + q0hs

)
(4.80)

定义 4.19 单位对偶四元数可表示为

Q̂ = Q + εQ0 = Q + ε
1
2
dQ (4.81)

其中, ε 是对偶四元数的对偶部单元, 具有 ε2 = 0 的特性.

由此, 螺旋运动算子可由对偶四元数构造. 当对偶四元数主部 (原部) 为

零时, 该算子可以唯一确定纯对偶向量.

推论 4.2 对应于由 Klein 型推导出的线矢量的二阶约束, 对偶四元数

可以给出类似的二阶约束方程, 为

q0q00 + q1q01 + q2q02 + q3q03 = 0 (4.82)

证明 根据定义 4.15, 按照四元数乘法规则, 可得

Q0Q
∗ =

1
2
(0 + d)(q0 + q)(q0 − q) =

1
2
(0 + d) (4.83)

所以上式取实部或标量部为零, 即

Re (Q0Q
∗) = 0

又按照四元数的计算法则, 其实部为

Re (Q0Q
∗) =

1
2
Re ((q00 + q0)(q0 − q)) =

1
2
(q00q0 − q0 · (−q))

=
1
2
(q00q0 + q0 · q) =

1
2
(q00q0 + q01q1 + q02q2 + q03q3)

这就引出公式 (4.82). 推论得证.

根据 Hamilton 算子 Hs 的反对称特性, 式 (4.82) 可写为

Q0 ·Q = (HsQ) ·Q = QTHT
s Q = −QTHsQ = 0 (4.84)

因此, Clifford对偶四元数 (Clifford, 1873)提供了一种描述运动学的有效

方法.
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4.7.2 Clifford 代数4

对偶四元数可用其退化二次型构造为四维空间中的偶 Clifford 代数.

用 e1、e2、e3 和 e4 表示四维向量空间 R4 下的一组正交基, 则 Clifford 代

数也称几何代数, 满足以下基本等式:

eiej = −ejei, i 6= j (4.85)

和

e2
i = −1, i = 1, 2, 3, e2

4 = 0 (4.86)

Clifford 代数区别于向量代数的核心在于前者引入了多向量的概念. 其

中的双向量由两个向量作特定的乘法获得, 即

vw = v ·w + v ∧w (4.87)

上式右边两部分分别满足交换律与反交换律, 即

v ·w = w · v = (vw + wv)/2 (4.88)

v ∧w = −w ∧ v = (vw −wv)/2 (4.89)

因此, 几何积可采用标量积和楔积5 “∧” 表示, 以生成双向量. 双向量给

定了两向量间的区域, 并且与幅值和方向表示同一方位区域的轴线向量具

有几何等效性. Clifford 代数的最大特征是任意向量的二次方均为标量.

设 e1、e2 和 e3 为 R3 下的一组单位正交向量, 则三个向量作 Clifford

积的结果可用式 (4.85) 和式 (4.86) 表示. Hamilton 四元数可由 Cl0,2 构造

为 Clifford 代数的子群, 即

Q = q0 + q1e2e3 + q2e3e1 + q3e1e2 (4.90)

4Clifford代数 (克利福德代数)又称几何代数 (geometric algebra), 它综合了内积和外积
两种运算, 是对复数、四元数和外代数的推广.

5楔积 (wedge product) 也称外积 (exterior product), 是欧几里得几何外代数 (exterior

algebra也称 grassmann algebra),用以研究面积、体积和它们高维同类体代数构造的积,是
通用于两维以上任何维数空间的向量积, 其生成双向量.
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取 e1、e2、e3 和 e4 为一组单位正交基, 对偶四元数也可构造为 Clifford

代数 Cl0,3 的子群, 为

Q̂ = q0 + q1e2e3 + q2e3e1 + q3e1e2

+q00e1e2e3e4 + q01e4e1 + q02e4e2 + q03e4e3 (4.91)

Clifford 代数的基本元素同四元数的基本元素 i、j、k 以及对偶单元 ε 之间

有着特定的映射关系, 如下所示:

i = e2e3, j = e3e1, k = e2e3, ε = e1e2e3e4

和

iε = e4e1, jε = e4e2, kε = e4e3 (4.92)

可见对偶四元数是 Clifford 偶子代数的一个子群, 由定义 4.14 可写为

式 (4.81). 由子群对 Clifford 代数空间元素的运算可采用第五章将提及的共

轭运算完成. 与 Clifford 代数和 Clifford 群相关的文献还可参考 (McCarthy,

1990; Selig, 2005; Garling, 2011).

4.8 经典位移算子的内在关联

经典位移算子始于式 (4.33) 所示的 Rodrigues 三参数, 它采用旋转角半

角构造了描述旋转运动轴线的 Rodrigues 向量. Rodrigues 由此入手, 构建了

描述位移的 Rodrigues 方程. 基于旋转角半角的概念可以构造式 (4.50) 描

述旋转运动的 Rodrigues 方程. 之后, Cayley 采用由 Rodrigues 参数构成的

式 (4.40) 反对称矩阵推导出基于式 (4.57) 的 Cayley 方程以建立正交矩阵.

需要强调的是, Rodrigues 方程包括了一般运动描述方程 (Bottema 和 Roth,

1979; Dai, 2006). 关于运动的平移分量的研究始于式 (4.43) 所示的一般螺旋

运动的 Rodrigues方程. 由此, Rodrigues揭示了运动中的平移的实质,并将运

动从产生运动的力系中分离出来.

另一条发展主线始于基于式 (4.63)Rodrigues 四元数的 Euler-Rodrigues

四参数. 这四个参数的使用又推动了式 (4.71) 旋转运动的 Rodrigues 方程

的发现. 四元数已经被证实了其在旋转运动研究中的优势. Clifford 在此基

础上提出了式 (4.81) 所示的对偶四元数, 使得四元数理论可以用于处理包
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含平移与旋转的一般位移. 对偶四元数的主部为式 (4.63) 给出的由 Euler-

Rodrigues 参数构成的四元数, 副部是四元数积; 该四元数积由式 (4.77) 的平

移向量与式 (4.63)所示的主部组成. 已在式 (4.73)证实,对偶四元数的副部可

用 Hamilton 算子表示, 其给出了对偶四元数的二阶约束, 如式 (4.82). 图 4.7

给出了 19 世纪至 20 世纪初期间上述经典算子的发展历程. 第五章将揭示

它们的现代形式以及与李群和李代数的关联.

图 4.7 典型算子间的内在关联关系与发展历史年代表
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旋量

有限位移旋量的运算可采用具有李群 SE(3) 伴随作用的有限位移旋量

矩阵表示. 李群 SE(3) 是全部可用有限位移旋量矩阵表示的低维群的半直

积.作为李群的伴随表示,有限位移旋量矩阵具有 3×3对偶矩阵形式和 6×6

矩阵形式, 可用来描述刚体运动即 Chasles 运动的旋转和平移. 刚体的所有

有限运动和微小运动, 均可等效为绕轴线的旋转与沿该轴线的平移. 这就是

旋量理论 (Ball, 1900) 的两大基础理论之一 (Chasles, 1830; Coolidge, 1963), 即

我们所熟知的有限螺旋位移理论.任意合成有限位移旋量均可由旋转角、旋

转轴线的位姿以及旋距或者沿该轴线平移的距离确定. 该旋转角是唯一确

定的, 其变化范围一般限制在 (−π,π). 旋转矩阵 (Altmann, 1986) 可采用如

式 (4.40) 所示具有 Rodrigues 参数的反对称矩阵的 Cayley 公式 [见式 (4.57)]

构建.

运用矩阵算子研究空间机构可以追溯到 20 世纪 50 年代至 60 年代 Di-

mentberg (1948, 1960, 1965)与 Denavit和 Hartenberg (1955)的研究. 20世纪 60

年代至 70年代初, Yang和 Freudenstein (1964)通过用对偶四元数左乘对偶线

矢量提出了有限位移旋量算子, 进而得到描述空间机构的对偶四元数. Woo

和 Freudenstein (1970) 在研究刚体运动过程中提出了一个代数公式, 即运用
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直线几何的概念构建了含有 3 × 3 反对称平移矩阵的 6 × 6 矩阵. 这些成果

在该领域的研究中具有里程碑意义.在此基础上, Yuan和 Freudenstein (1971)

成功地采用代数形式对有限螺旋运动进行了描述. Bottema 和 Roth (1979)

对有限螺旋运动进行了更加深入的研究. 完成直线位移的对偶矩阵被 Pen-

nock和 Yang (1985)用来解决机器人中的运动学逆解问题,也被 Ravani、Roth

(1984) 和 McCarthy (1986) 用来研究空间运动的位移瞬轴面. 位移算子的全

面研究由 McCarthy (1990) 阐述, 而对空间旋转和一般螺旋位移表述的回顾

由 Rooney (1977, 1978) 展开, 这些研究的历史回顾由 Dai (2006) 展开.

Samuel、McAree 和 Hunt (1991)通过使用正交矩阵的不变量以及旋量几

何与欧氏群矩阵表达的等效性, 揭示了旋量几何与对偶正交矩阵之间的关

系. Dai、Holland 和 Kerr (1995) 揭示了初始参考位姿对有限位移旋量矩阵副

部 (即非对角线上子矩阵) 的影响, 提出基于李群作用的一系列有序的有限

位移旋量运算, 以描述机构末端杆件的运动. 这一时期, Parkin (1997) 提出了

作用于 Chasles 轴线上的特征旋量, Hunt 和 Parkin (1995) 对关联性位移进行

了研究, Huang和 Roth (1994)给出了有限位移旋量系统的解析表示. 这种有

限位移旋量也叫位移旋量, 与 Huang 等 (Huang、Kuo 和 Ravani, 2010) 将直

线与线列的一般直线位移相结合提出的直线系统的几何特性有关. Zarrouk

和 Shoham (2011) 采用一个已知运动轴线和角位移的复合运动的纯向量分

析法进一步分析了上述连续螺旋运动. 这种关联机构运动的有限位移旋量

系统被 Perez-Gracia (2011) 用来描述一组有限任务位置的综合. 可以注意到,

用来描述机构活动度 (Dai、Huang 和 Lipkin, 2006; Yu 等, 2011; Su, 2011)、机

构拓扑构型 (Gan、Dai 和 Liao, 2010; Gan、Dai 和 Caldwell, 2011; Zhang、Dai

和 Fang, 2010) 以及几何误差 (Liu、Huang 和 Chetwynd, 2011) 的旋量是有限

位移旋量,可描述整周运动.其对应的位移子群由 Lee和 Hervé (2011)用来研

究产生 Schoenflies 运动的等约束并联机构. Chirikjian 和 Kyatkin (2001) 将其

应用到了更为广泛的工程领域, 并将其应用到串联机器人和多肽链中 (Lee,

Wang 和 Chirikjian, 2007). Müller 和 Terze (2009) 与 Müller (2011, 2012) 用其

研究了运动循环. Aspragathos 和 Dimitros (1998) 与 Suleyman (2007) 运用由

对偶四元数代数推导出的 4 × 4 齐次矩阵对机器人的运动学方程进行了研

究. 这些矩阵对应于 Hervé (1978) 提出的运动副的位移子群概念, 并被 Chen

(2010)用来研究并联机器人机构的活动度.这种有限位移旋量及其与李群的
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关联关系由 Dai (2012) 作了全面的分析.

研究实践表明, 有限位移旋量矩阵是刚体位移的算子, 为空间机构的分

析与综合提供了有力的工具.

5.1 有限位移旋量算子与 SE(3) 的伴随表示

5.1.1 Chasles 运动、李群 SE(3) 与有限位移旋量矩阵

Chasles (1830) 的研究工作早于 Lie 对连续元素群的研究 (1888—1893).

Chasles指出,刚体运动均可看作有限螺旋运动,包括绕轴线的旋转和沿该轴

线的平移.

刚体位移可视为 “定向平面上的有向线段上的点” 的三合体的位移, 也

可将刚体运动视为直线及直线外一点的运动, 可以由三维空间内的刚体位

移群的特殊欧氏群 SE(3) 描述.

定义 5.1 特殊欧氏群 SE(3) 是三维空间仿射群 Aff (3) 的闭合子群, 为

李群, 可以表示为特殊正交群 SO(3) 与位移群 T (3) 的半直积.

SE(3)不是欧氏空间,而是流形,又是常规的欧氏运动群. 在古典机械学

中, SE(3)常被用来研究刚体运动学,既是有代数运算功能的代数结构,又是

有连续函数作用的拓扑结构的数学实体, 即拓扑群. 因此, 刚体运动是仿射

映射, 映射为欧氏群内的曲线. 虽然齐次变换算子运用仿射变换矩阵包括了

一般运动的旋转和平移, 齐次变换算子只能完成点位移的运算.

直线在空间的位移可以由两点的位移描述, 而刚体的位移需要由不在

一条直线上的三点描述, 有效的方法是采用旋量位移算子. 旋量位移算子

以 3 × 3 对偶正交矩阵的形式或 6 × 6 矩阵的形式表示. 其中, 采用 3 × 3 对

偶矩阵形式, 有限位移旋量矩阵可表示为

R + εAR (5.1)

式中, 矩阵 R 为对偶矩阵的主部, 也是属于李群的特殊正交群 SO(3); 矩

阵 AR 为对偶矩阵的副部; 矩阵 A 为反对称矩阵, 起着平移作用, 其元素由
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平移向量得来, 即

A =




0 −dz dy

dz 0 −dx

−dy dx 0


 = [d×] (5.2)

该矩阵完成旋转轴线位置的改变,由平移向量 d表示. 对偶矩阵也可变

换为 6 × 6 有限位移旋量矩阵形式 (Woo 和 Freudenstein, 1970), 以其分块矩

阵形式表示为

N =

[
R 0

AR R

]
(5.3)

类似于对偶正交矩阵, 在该 6 × 6 位移矩阵算子的分块矩阵形式中, R

为主部,也称对角线部,本章后续章节统一称为主部; AR称为副部或非对角

线部, 本章后续章节统一称为副部. 将上式所示的有限位移旋量矩阵作用于

式 (3.2) 所示的任意单位旋量, 并考虑式 (5.2), 可得

S′ = NS =

[
R 0

AR R

](
s

s0

)
=

(
Rs

ARs + Rs0

)
=

(
Rs

[d×]Rs + Rs0

)
(5.4)

以上运算也可采用对偶正交矩阵完成. 不同的是, 运算过程中的旋量采

用如式 (3.29) 所示的 3× 1 对偶向量形式.

5.1.2 李群伴随算子 Ad (g) 与伴随作用

定义 5.2 Ad (g) 为李群伴随算子, 对其自身或李代数产生伴随作用.

注释 5.1 Ad (g) 本身是一个矩阵, 也是李群元素. 在 SO(3) 可写为矩

阵 R, 在 SE(3) 可写为 4× 4 的矩阵 H 或 6× 6 的矩阵 N .

定义 5.3 设李代数矩阵向量空间元素为 X,其李群算子作用于该李代

数的伴随作用为共轭运算, 即

Ad (g)X = gXg−1

定义 5.4 设李代数 se(3)的六维向量形式元素为 S,其李群算子作用于

该李代数元素的伴随作用为左作用, 即

Ad (g)S = NS
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定义 5.5 李群对自身或其李代数矩阵表示的伴随作用为共轭, 对其李

代数向量形式元素的伴随作用通过左作用完成.

5.1.3 李群 SE(3) 的标准表示与伴随表示以及 Rodrigues 一般运动公式

李群 SE(3) 有标准表示与伴随表示两种. 作用于李代数的群称为群的

伴随作用, 也称伴随表示.

1. 李群 SE(3) 的标准 4× 4 表示与 Rodrigues 一般运动公式

基于 3.9.4 节式 (3.101) 的李代数标准表示, 由指数映射可得李群 SE(3)

的 4× 4 标准表示, 如下式所示:

H = eθE = I + sin θE + (1− cos θ)E2 =

[
R d

0T 1

]

式中, E 如式 (3.101); R ∈ SO(3),d ∈ R3. 李群 SE(3) 的 4 × 4 标准表示也称

标准伴随作用, 与式 (4.7) 所示的仿射变换矩阵相同.

注释 5.2 上式给出了 Rodrigues 一般运动公式, 即一般螺旋运动公式.

定理 5.1 对李代数 se(3) 的标准 4 × 4 表示做指数映射, 可得到李群

SE(3) 的标准 4× 4 表示, 与定义 4.4 给出的仿射群 Aff (3) 同构.

2. 李群的 6× 6 伴随表示

定义 5.6 伴随表示也称伴随作用, 是李群 G 的自同态, 表示为

Ad : G → GL(g)

李群对李代数的伴随作用见定义 5.5, 详情请见 5.7 节.

上节中给出的有限位移旋量矩阵是 SE(3)的伴随表示,从注释 5.1可知,

其也为李群元素, 以分块矩阵形式出现

Ad (g) = N =

[
R 0

AR R

]
(5.5)

式中, 映射 Ad (g): R6 → R6 为 SE(3) 对采用射线坐标的李代数 se(3) 的伴随

作用. SE(3) 对采用轴线坐标的李代数 se(3) 的伴随作用为

Ad (g) =

[
R AR

0 R

]
(5.6)
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注释 5.3 李群 SE(3) 对采用射线坐标的李代数的伴随作用的逆矩阵

是对采用轴线坐标的李代数的伴随作用的转置.

由分块矩阵求逆, 式 (5.3) 所示的 6× 6 矩阵 N 的逆矩阵可写为

N−1 =

[
R 0

AR R

]−1

=

[
R−1 0

−R−1(AR)R−1 R−1

]

由式 (4.2) 可得

N−1 =

[
RT 0

−RTA RT

]
(5.7)

进一步, 由式 (5.7) 可知, 有限位移旋量矩阵是可逆阵. 同时, 该矩阵的

行列式为

det N = det

[
R 0

AR R

]
= det R detR = 1 (5.8)

由此, 有限位移旋量矩阵 N 是行列式为 1 的可逆矩阵, 属于一般线性群

GL(3) 子群, 即特殊线性群 SL(3).

李群对李代数的伴随作用将在 5.7 节中进一步阐述.

5.1.4 李群 SE(3) 元素的 6× 6 有限位移旋量矩阵

定理 5.2 6× 6 有限位移旋量矩阵是李群 SE(3) 中的一个元素.

证明 对照公理 4.1, 证明如下.

首先, 封闭性公理可用下列二元运算来证实, 若 N1, N2 ∈ SE(3), 则

N1N2 ∈ SE(3). 这里,二元运算经常只是将两个元素并列给出而没有特别的

符号. 具体过程如下:

N1N2 =

[
R1 0

A1R1 R1

][
R2 0

A2R2 R2

]

=

[
R1R2 0

A1R1R2 + R1A2R2 R1R2

]

=

[
R1R2 0

(A1 + R1A2R
T
1 )R1R2 R1R2

]
(5.9)

和

(N1N2)−1 =

[
RT

2 RT
1 0

−RT
2 RT

1 (A1 + R1A2R
T
1 ) RT

2 RT
1

]
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则有

N1N2(N1N2)−1 = I (5.10)

进一步推导, 得

det(N1N2) = det N1 detN2 = 1 (5.11)

可见, 上述两方程满足封闭性公理, 即 N1N2 ∈ SE(3).

其次,单元公理可以从式 (5.10)和式 (5.11)看出,存在 6×6单位矩阵 I ∈
SE(3), 使得任意有限位移旋量矩阵 N ∈ SE(3) 均满足 NI = IN = N .

再次, 可逆性公理可以从式 (5.5) 和式 (5.7) 看出

NN−1 = N−1N = I (5.12)

因而, 存在任意伴随表示 N 的逆为

N−1 ∈ SE(3) (5.13)

最后, 群 SE(3) 运算的结合律可由矩阵运算的结合律得出, 即

N1(N2N3) = (N1N2)N3 (5.14)

进而, 对照公理 4.2, 其封闭性与结合律得出的矩阵与原有矩阵同构, 是

可微分的. 其逆也可微.其二元运算和逆均为拓扑的连续函数. 由此, 定理得

证, 即所有 6× 6 矩阵 N 的集合构成李群 SE(3), 单位元为 6× 6 单位矩阵 I.

李群 SE(3) 是拓扑群, 群运算为矩阵乘法. 类似于对偶正交矩阵, 表述

于 5.1.1 节的有限位移旋量矩阵中的矩阵 R 是 6 × 6 旋量矩阵的主部, 矩

阵 AR 为副部, 采用对偶正交矩阵或 6× 6 旋量矩阵均可表示对线矢量先旋

转后平移的作用, 不同点是, 前者中的线矢量采用 3× 1 对偶向量形式, 后者

则采用 6× 1 六维向量形式.

5.1.5 有限位移旋量矩阵的传统分解与商群

6 × 6 有限位移旋量矩阵可进行分解 (Woo 和 Freudenstein, 1970), 表示

对线矢量或旋量即李代数 se(3) 的元素先施以旋转而后施以平移的作用, 表

示为

N =

[
R 0

AR R

]
= NtNR =

[
I 0

A I

][
R 0

0 R

]
(5.15)
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式中, 矩阵 I 是 3 × 3 单位矩阵; 矩阵算子 N 为不变量, 适用于任意刚体位

移. 由式 (5.15) 可知, SO(3) 的伴随表示可表示为三维平移群 T (3) 对 SE(3)

的商群, 记为 SO(3) ∼= SE(3)/T (3).

定义 5.7 如果 N 是群 G 的正规子群, G/N 为商群或因子群.

由上, 特殊欧氏群可表示为 SO(3) 与 T (3) 的半直积, 扩展为

SE(3) ∼= SO(3) ∝ T (3) (5.16)

上述半直积的几何意义是作用于平移上的旋转.

5.2 有限位移旋量矩阵的 Chasles 分解及其几何意义

5.2.1 绕任意旋量轴具有等效平移的纯旋转

绕具有位置向量为 r 的旋转轴线 s [见式 (4.18)]的纯转动可按下列步骤

完成. 先将其邻域空间沿位置向量 −r 平移,使得轴线 s通过原点,再将该空

间绕平移后的旋转轴线旋转到给定角度, 然后将该空间沿位置向量 r 平移,

此变换过程可以表示为

NrNRN−r =

[
I 0

Ar I

][
R 0

0 R

][
I 0

−Ar I

]
(5.17)

式中, Ar 是由位置向量 r 构成的反对称矩阵, 即

Ar =




0 −rz ry

rz 0 −rx

−ry rx 0




由式 (5.17) 得

NrNRN−r =

[
R 0

ArR−RAr R

]
=

[
R 0

(Ar −RArR
T)R R

]
(5.18)

上式与式 (5.3) 是等效的, 因此上述矩阵的副部与式 (5.3) 的副部相等, 即

A = Ar −RArR
T (5.19)
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用等效平移矩阵 Ae 取代上式中的矩阵 A, 可得到

Ae = Ar −RArR
T (5.20)

上式定义了等效平移变换 Ae. 该矩阵可用来表示与坐标系原点重合

的点在关于旋转轴线 s 的纯旋转的作用下发生的等效平移 (Dai、Holland

和 Kerr, 1995), 如图 5.1 所示. RArR
T 为矩阵 Ar 的全等变换; 由 4.1.1 节旋

转矩阵 R 特性得知 RArR
T = RArR

−1, 且 RArR
−1 为矩阵 Ar 的相似变

换. 由 5.7 节可知, Ar 的相似变换与全等变换是对矩阵 Ar 的共轭作用. 由

于 Ar 是反对称矩阵, 矩阵 RArR
−1 仍为反对称矩阵, 由此证明矩阵 Ae 是

反对称矩阵.

图 5.1 Chasles 旋转及其等效平移

至此, 旋转轴线不经过原点的纯转动可用等效平移矩阵 Ae 表达.

采用相似变换或全等变换, 即 RArR
T = RArR

−1 (Ayres, 1974), 可产生

作用于反对称矩阵 Ar 的如 5.7 节的共轭运算. 这一共轭运算, 等效于对向

量 r 作纯旋转位移, 为

Ar′ = RArR
−1 = [Rr×] (5.21)

这将在 5.7.2节给出更详细的阐述. 经过旋转变换后的向量 r′ 可从反对称矩

阵 RArR
T 中求出, 为

r′ = Rr (5.22)
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因此,式 (5.20)的等效平移矩阵 Ae 含旋转轴线的位置向量 r,能够通过等效

平移向量 re 得到

re = (I −R)r (5.23)

等效平移向量 re为 Chasles运动在有限位移旋量矩阵中的影响结果,如图 5.1

所示. 因此, 等效平移向量 re 对应的等效平移矩阵 Ae 可用下述形式表示:

Ae = [re×] = [(I −R)r×] (5.24)

式中, [(I −R)r×] 是反对称矩阵. (I −R)r 的物理意义如图 5.1 中的向量 re

所示, 表示刚体关于不过原点的轴线的旋转.

5.2.2 沿轴线平移的矩阵形式以及有限位移旋量矩阵的 Chasles 分解

Chasles 运动包含绕轴线的旋转和沿该轴线的平移, 这一位移可以由

5.1.1 节的式 (5.3) 完成. 基于 Chasles 运动, 轴向平移分量可以单独表示为

Aι = ιAs (5.25)

上式通过轴向平移矩阵 Aι 给出了 Chasles 运动的轴向平移分量, 称为

Chasles 平移. 其中, 矩阵 Aι 为反对称矩阵, 其模长为 ι. 矩阵 As 是式 (4.6)

给出的由旋转轴线 s的分量构成的反对称矩阵,其作用等同于采用向量 s对

被作用的向量作叉积.

定理 5.3 有限位移旋量矩阵副部中的一般平移矩阵 A 可分解为两部

分, 分别为由旋转轴线偏离原点引起的与轴线垂直的等效平移和沿轴线方

向的平移, 表示为

A = Ae + Aι = (Ar −RArR
−1) + ιAs (5.26)

上式为反对称矩阵形式. 由式 (5.24), 上式可改写为

A = [re×] + ιAs = [(I −R)r×] + ιAs (5.27)

不同于式 (5.15)的有限位移旋量矩阵的传统分解方法,上式可将有限位

移旋量矩阵分解为 Chasles 旋转矩阵 Nc 和平移矩阵 Nι.
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定义 5.8 基于有限位移旋量矩阵副部分解定理, 可对关于任意轴线旋

转和沿该轴线平移构成的 Chasles 运动进行 Chasles 分解, 表示为

N = NιNc =

[
I 0

ιAs I

][
R 0

[re×]R R

]
(5.28)

该式给出了沿旋转轴线的平移群 T (3), 是李群 SE(3) 的子群. 根据上述

分解方法, 并加入轴线平移式 (5.19), 有限位移旋量矩阵的副部可写成

AR = ArR−RAr + ιAsR (5.29)

上述对有限位移旋量矩阵的分解过程可通过下列对直线位移的描述进行

展示.

例 5.1 空间直线的位移可以用式 (5.3)所示的有限位移旋量算子 N 表

示, 即

L′ = NL =

[
R 0

AR R

](
l

rl × l

)
(5.30)

式中, 姿态向量 l 为被操作的线矢量 L 的主部; rl 为姿态向量的位置向量.

将式 (5.27) 所示的经过分解的平移矩阵 A 代入上式得到新的线矢量, 为

L′ =

(
Rl

([(I −R)r×] + ιAs)Rl + R(rl × l)

)
(5.31)

上式表明, 线矢量经过有限位移旋量矩阵作用仍得到线矢量. 式 (5.31) 副部

可写为

([(I −R)r×] + ιAs)Rl + R(rl × l)

= (r −Rr + ιs)×Rl + Rrl ×Rl

= (r −Rr + Rrl + ιs)×Rl

如果线矢量 L 的姿态向量 l 与 Chasles 运动的轴线 s 重合, 那么 rl = r, l =

s,Rl = l, 上式演化为

(r −Rr + Rrl + ιs)×Rl

= (r + ιs)×Rl

= r × l
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由此, 新的线矢量可以表示为

L′ =

(
l

r × l

)
=

(
s

r × s

)
(5.32)

该式表明, Chasles 运动对螺旋运动自身轴线所施加的作用并未改变其轴线

的空间位姿, 这就证实了分解后的矩阵正确地完成了 Chasles 运动.

5.2.3 旋量特性算子

式 (5.3)所示的有限位移旋量矩阵可用来改变旋量的特性. 其中,矩阵 R

的作用使得被操作的旋量姿态向量的方向发生变化,而矩阵 A正如式 (5.27)

中的作用使姿态向量的位置发生改变. 矩阵 A 为由向量 r 的分量构成的反

对称矩阵, 相当于采用向量 r 对被作用的向量作叉积.

通过下述矩阵, 可改变旋量主部和副部的模长, 该矩阵为:

Λ =

[
λpI 0

0 λdI

]
(5.33)

式中, λp 代表对旋量主部的改变量; λd 代表对旋量副部的改变量.

若改变旋距, 可采用下列矩阵:

Nh =

[
I 0

h′I I

]
(5.34)

式中, h′ 代表旋量的旋距改变部分. 将上式给出的矩阵施加到有限位移旋量

矩阵, 式 (5.2) 的矩阵 A 改变为

A′ = h′I + A (5.35)

式中, 矩阵 A′ 是由旋距变化及其他特性变化组合而成的复合矩阵. 因此,

式 (5.3) 的有限位移旋量矩阵可表示为

N ′ =

[
R 0

A′R R

]
(5.36)

将式 (5.26) 代入式 (5.35), 再代入到上式, 得

N ′ =

[
R 0

(h′I + (Ae + ιAs))R R

]
(5.37)

式中, 反对称矩阵 As 在引入旋距变化矩阵 h′I 后成为满秩矩阵.
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例 5.2 给定旋量 S = (s, r × s + hs)T, 将上式给出的矩阵 N ′ 作用于该

旋量, 可得

S′ =

(
Rs

(h′I + (Ae + ιAs))Rs + R(r × s + hs)

)
(5.38)

运用如式 (4.6) 和式 (5.24) 所示的矩阵 As 和 Ae 的几何含义, 上式可进一步

改写为

s′ =

(
Rs

(h′I + (Ae + ιAs))Rs + R(r × s + hs)

)

=

(
Rs

(h′ + h)Rs + (ιrs + re + Rr)×Rs

)

由此, 经过旋转矩阵 R 的旋转变换作用与等效平移矩阵 Ae 的变换作

用, 以及轴线平移矩阵 As 的变换作用, 加之由 h′I 引起的旋距改变作用, 可

以获得特性发生改变的新旋量. 如果向量 s 是矩阵 R 执行的旋转轴线, 上

式可简化为

S′ =

(
s

r × s + (h′ + h)s

)
(5.39)

由此, 上式给出了原给定旋量仅改变旋距得到的旋量.

5.3 有限位移旋量矩阵的迹与参数

5.3.1 旋转角的相关迹

旋转矩阵的迹是旋转角的余弦值的两倍再加 1. 对于变换范围为 (−π,π]

的旋转角,必须另外求出旋转角的正弦值以通过 atan2函数获得旋转角的唯

一值.

定义 5.9 矩阵 A 的迹 trA 为其主对角线元素的总和, 也等于矩阵 A

所有特征值的和.

在式 (4.22) 给出的 Rodrigues 公式两边分别左乘式 (4.6) 所示的反对称

旋量轴线矩阵 As, 可得

AsR = As + sin θAsAs + (1− cos θ)AsAsAs (5.40)
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根据附录 B, 并应用 Cayley-Hamilton 定理, 上式可简化为

AsR = cos θAs + sin θAsAs (5.41)

对上式两边同时取迹, 得

tr (AsR) = tr (cos θAs + sin θAsAs)

= cos θtrAs + sin θtr (AsAs)

= sin θtr (AsAs) (5.42)

式中, s 为单位向量. 根据附录 C, 上式可进一步化简为

tr (AsR) = −2 sin θ (5.43)

上式即为矩阵 AsR的迹. 据此,由 AsR的迹可以得到 sin θ,而由式 (4.17)所

示的 R 的迹可以得到 cos θ. 从而, 通过 atan2 函数, 可在 [−π,π] 范围内求出

旋转角的唯一值. 因此, 采用 atan2 函数, 式 (4.17) 与式 (5.43) 的矩阵迹可用

来构造求取旋转角的公式, 为

θ = atan 2(−0.5tr (AsR), 0.5(trR− 1)) (5.44)

5.3.2 轴向平移的迹

为进一步获得其他有限位移旋量矩阵的迹, 可以将式 (5.27) 中平移矩

阵 A 与反对称旋量轴线矩阵 As 相乘, 其迹为

tr (AAs) = tr (([re×] + ιAs)As)

= tr ([re×]As) + ιtr (AsAs) (5.45)

式中的 re 位于与旋转轴线 s正交的旋转平面内,如图 5.1所示. 根据附录 C,

有下式成立:

tr ([re×]As) = −2re · s = 0 (5.46)

由此, 式 (5.45) 右边第一项为零. 再根据附录 C, 可求得第二项为

tr (AAs) = ιtr (AsAs) = −2ιs · s = −2ι (5.47)
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式 (5.43) 与式 (5.47) 是两个有关有限位移旋量矩阵的迹. 其中, 前者可以

与 tr (R) 结合, 通过构造 atan2 函数识别旋转角; 后者则可用来求轴向平移

分量的模长.

下文继续讨论有关有限位移旋量矩阵的迹. 旋量矩阵副部的迹可通过

式 (4.22) 给出的 Rodrigues 公式求得, 即

tr (AR) = tr (([re×] + ιAs)R)

= tr ([re×]R) + ιtr (AsR) (5.48)

将 Rodrigues公式代入上式, 并参考附录 C,可知上式右边第一项为零. 因此,

上式可转化为

tr (AR) = ιtr (As + sin θAsAs + (1− cos θ)AsAsAs) (5.49)

考虑到旋转轴线 s 为单位向量, 根据附录 B 和 C, 上式可进一步简化为

tr (AR) = ι sin θtr (AsAs) = −2ι sin θs · s = −2ι sin θ (5.50)

式 (5.50) 根据旋量矩阵的 Chasles 分解推导而来, 同 Samuel 等推演的迹

的结果一致 (Samuel、McAree 和 Hunt, 1991). 不难看出, 采用矩阵 Chasles 分

解的方法求旋量矩阵的迹更为简洁.

5.4 有限位移旋量表示论

有限位移旋量可以从有限位移旋量矩阵获得. 刚体的位姿可通过刚体

上一系列相互独立的直线即线矢量描述. 任意两位姿之间的刚体运动均可

通过式 (5.3)所示的 6× 6有限位移旋量矩阵 N 作用于刚体上的一系列直线

完成. 其中, 旋量矩阵 N 中的矩阵 A 由式 (5.27) 给定, 矩阵 A 是反对称矩

阵, 包括由旋转作用引起的与旋转轴线垂直的等效平移和沿旋转轴线的平

移两部分.

5.4.1 有限位移旋量矩阵的特征旋量

根据矩阵 N 的特征方程容易得出, 式 (5.3) 所示的 6× 6 有限位移旋量

矩阵的特征值与 3× 3 旋转矩阵的特征值相同, 但有如下的重根:

{1, e+jθ, e−jθ}, {1, e+jθ, e−jθ} (5.51)
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与唯一实特征值 λ = 1 对应的特征旋量可由 N −N−1 得到, 即
[

At 0

At0 At

]
= N −N−1 =

[
R−RT 0

AR−RTAT R−RT

]
(5.52)

式中, At 是由向量 t 的分量构造而成的反对称矩阵, 为

At = [t×]

At0 则是由向量 t0 的分量构造而成的反对称矩阵, 即

At0 = [t0×]

据此, 可得到矩阵 N 的特征旋量的主部, 由旋转轴线以及旋转角构成, 为

At = R−RT = 2 sin θAs

特征旋量的副部可表示为

At0 = AR−RTAT (5.53)

研究表明, 有限位移旋量与各向同性的特征旋量是一致的 (Samuel、

McAree 和 Hunt, 1991).

5.4.2 有限位移旋量表示法

1. 纯旋转的有限位移旋量表示

对于轴向平移为零的有限位移旋量,矩阵 A可简化为等效平移矩阵 Ae

并可以被式 (5.20) 取代. 根据反对称矩阵的性质, 式 (5.53) 右边可改写为

At0 = Ar(R−RT) + (RT −R)Ar (5.54)

由式 (5.52), 并考虑附录 A 给出的反对称矩阵的性质, 上式可写为

At0 = ArAt − (ArAt)T = [(r × t)×] (5.55)

将上一节所示的 t = 2 sin θs 代入上式, 得

At0 = 2 sin θ[(r × s)×] (5.56)
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因此, 对式 (5.52) 和式 (5.55) 进行归一化后, 可得特征旋量为

S =
1

2 sin θ

(
t

t0

)
=

(
s

r × s

)
(5.57)

上式给出了有限位移旋量, 表示为
(

s

r × s

)
=

(
s

s0 − hs

)
(5.58)

此形式同 Samuel 等 (1991) 的推导结果一致. 上式给出的有限位移旋量包含

了描述整周运动的连续群的全部信息.从上式也可以看出,特征旋量由轴线 s

和位置向量 r 构成, 并具有一般旋量的形式.

2. 具有轴线平移的有限位移旋量表示

进一步考虑轴向平移不为零的有限位移旋量矩阵. 如式 (5.26) 所示, 一

般平移矩阵由两部分构成, 将式 (5.26) 代入式 (5.53) 可得

At0 = Ar(R−RT) + (RT −R)Ar + ι(AsR− (AsR)T)

= 2 sin θ[[r × s]×] + ι(AsR− (AsR)T) (5.59)

上式右边第一项与式 (5.56)的右边相同,为轴向平移为零时的特征旋量的副

部; 上式右边第二项即为轴向平移作用的结果, 根据附录 D2, 可简化为

ι(AsR− (AsR)T)

=
ι

2 sin θ
((R−RT)R− ((R−RT)R)T)

=
ι

2 sin θ
(R2 −R2T) = 2ι cos θAs (5.60)

因此,可由式 (5.57)和式 (5.59)及式 (5.60)推导出 Chasles运动的有限位

移旋量轴线, 为

S =


 s

r × s +
ι

tan θ
s


 (5.61)

5.4.3 有限位移旋量姿态平移表示法

刚体的位移可用有限位移旋量 Y 构成的两个三元组的六个参量来描

述. 前三个参量为主部, 表示旋转角 θ 的大小和有效轴线 s 的姿态; 后三个
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参量为副部, 表示初始状态时刚体上与原点重合的点的线位移, 如图 5.2 所

示. 这一有限位移旋量表示为 (Dai、Holland 和 Kerr, 1995)

Y =

(
θs

(I −R)r + ιs

)
(5.62)

式中, θ 为关于轴线 s 旋转的角度.

图 5.2 刚体的有限位移旋量

5.5 有限位移旋量的组合运算

有限位移旋量的组合运算需要运用群的运算. 在矩阵群中, 这种运算按

矩阵运算规则进行, 可以利用前几节所示的有限位移旋量与矩阵的映射关

联关系. 因此有限位移旋量的旋量表示与姿态平移表示可以利用旋量三角

形法则, 或者利用这种矩阵群映射的运算进行. 虽然本节的组合运算基于姿

态平移表示法, 但该过程适用于所有旋量表示法.

在串联机器人中, 各铰链运动副引起的末端执行器的运动可用一系列

有序的有限位移旋量的运算表示. 其顺序为, 从串联运动链的最后一个铰链

运动副起, 从后向前顺次考虑, 直到基础铰链运动副. 经过上述过程, 可以得

到描述末端执行器当前位姿的有限位移旋量, 其中, 当前位姿是相对基准位

姿而言的. 该过程称为运动组合, 其逆过程称为运动分解. 有限位移旋量 Y2

作用后, 再施加 Y1 的作用, 得到的有限位移旋量有序组合可表示为

Y = Y1 ◦ Y2 (5.63)
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式中, “◦” 表示两个有限位移旋量的有序组合. 通过 5.4 节, 上述有限位移旋

量可映射为矩阵, 由此上式可表示为矩阵表达形式, 为

N = N1N2 (5.64)

式中, N1 和 N2 为式 (5.3) 所示的 6× 6 旋量矩阵, 分别描述与末端执行器相

邻的第一个铰链运动副和第二个铰链运动副相对于前一杆件的有限运动.需

注意, 由 N 描述的矩阵的同样的结构形式能够实现转动副 (R)、移动副 (P)

以及任意形式的螺旋副 (H)的运动.机器人各铰链运动副变量为零时所处的

位姿称为初始位姿, 通常以初始位姿为参考可以给出描述机器人末端执行

器的有限位移旋量. 然而, 初始位姿只与人为设定的铰链运动副变量的零点

有关, 与机械结构无关. 因此, 参考位姿的选取较为灵活, 甚至末端执行器不

能到达的位姿, 也可以作为参考位姿. 对于图 5.3 由转动副构成的两铰链运

动副平面机器人, 应灵活选取参考位姿使运算与其表述更为简便. 该参考位

姿为, 末端执行器的参考点 E 选在原点, 姿态为沿 Ox 轴线方向. 可以看到,

在该参考位姿下, 末端执行器运动的有限位移旋量的副部与参考点 E 的位

置向量等价. 由此, 可以描述两个从不同参照位姿引出的映射空间的关系.

相对于初始位姿的有限位移旋量可用 6× 6 矩阵 N 描述. 对 N 右乘平移变

换矩阵 Nt, 可得

No = NNt (5.65)

式中, N 为相对初始位姿的变换; No 为相对原点参考位姿的变换.上述三个

矩阵都可以在图 5.3 表示, 平移变换矩阵 Nt 完成 x 轴线平移, 复合旋转矩

阵 N 完成姿态变化, 旋转－平移组合矩阵 No 完成全部机构的位姿变化.

图 5.3 有限位移旋量矩阵与串联机器人位移的关系
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将运动前与原点重合的点按向量 t 作平移, 可得到平移矩阵 Nt, 其中,

向量 t 为关节变量为零时机构全部杆件对应的向量的和. 因此, 有

Nt =

[
I 0

At I

]
(5.66)

式中, At 为反对称矩阵,由向量 t = a1 + a2 的分量构成. 因此,式 (5.65)所示

的组合矩阵可写为

No = NNt =

[
R 0

(Ar −RArR
T)R R

][
I 0

At I

]

=

[
R 0

(Ar −RArR
T)R + RAt R

]

=

[
R 0

(Ar −RArR
T + RAtR

T)R R

]
(5.67)

由式中的矩阵 No, 可得出基于原点参考位姿的有限位移旋量表示 Yo, 为

Yo =

(
θs

(I −R)r + Rt

)
(5.68)

有限位移旋量的主部与式 (5.62) 所示的相对初始位姿的有限位移旋量相同.

在有限运动旋量副部加上旋转后的向量 t, 可得末端执行器的位姿向量, 如

图 5.3 所示. 因此, 随着向量 t 的改变, 有限位移旋量副部给出的位置向量可

以描述杆件上的任意点.

应该注意到, 有限位移旋量的映射空间是齐次空间或拓扑空间, 而非线

性向量空间. 所有有限位移旋量的运算均要通过矩阵群进行.

定义 5.10 在李群理论中, 齐次空间是非空流形, 也是群 G连续性地与

传递性地作用的拓扑空间 X, 该非空集 X 也称 G 空间.

5.6 李群表示论与有限位移螺旋运动

通过上节分析可知, 有限位移旋量与李群 SE(3) 的有限位移旋量矩阵

的特征旋量具有一致性. 旋量矩阵的特征旋量包含了 “连续运动” 的全部参

数. 有限位移旋量是李群的六维向量表示. 李群也可用四元数或矩阵形式表

示, 其主部为式 (4.34) 所示的 Rodrigues 向量.
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5.6.1 李群表示

3.9 节给出了李代数表示的向量形式与矩阵表示形式. 与之类似, 李群

表示也具有向量形式和矩阵形式.

1. 向量形式

在向量形式中, 一般采用单位四元数作为特殊正交群 SO(3) 的表示, 采

用有限位移旋量作为特殊欧氏群 SE(3)的表示 (见 5.4节). 单位四元数与有

限位移旋量包含了 “连续运动” 的全部参量, 从而保证了对整个运动过程的

完整描述.

2. 矩阵表示

定义 5.11 对有限群的任意元素,存在可逆运算元 D(g), 以完成对向量

空间 Rn 的同构映射

D(g) : V → V

其中 D(g) 可以由 n× n 矩阵描述. 由此, 产生李群的矩阵表示.

在矩阵形式中,李群的表示即为群的伴随表示. 一般情况下, SO(3)的伴

随表示为 3× 3正交矩阵, SE(3)的标准表示和伴随表示则有三种形式: 分别

为式 (5.1) 所示的 3× 3 对偶正交矩阵, 式 (4.7) 所示的 4× 4 仿射变换矩阵或

齐次变换矩阵的标准表示以及式 (5.3) 所示的 6× 6 伴随矩阵. SO(3) 的伴随

表示及 SO(3) 的矩阵群可用来描述刚体相对于初始状态的姿态, 同时向量

空间 R3 上的平移群 T (3) 可用来描述刚体相对于初始状态的位置.

5.6.2 有限螺旋运动

有限位移旋量与旋量矩阵的特征旋量具有一致性, 包含了连续运动的

全部参量. 其变换可用来生成一系列位移矩阵,以描述刚体的有限螺旋运动.

有限位移旋量的轴线可由式 (5.61) 所示的有限位移旋量矩阵的特征旋

量确定. 基于式 (5.61) 给出的旋量的轴线, 可以得到由有限螺旋运动引起的

位移、旋转角 [见式 (5.44)] 和平移距离 [见式 (5.47)]. 式 (5.44) 和式 (5.47) 均

与有限位移旋量矩阵的迹有关, 由旋量矩阵的分解推导而来, 也可从特征旋

量得到. 总之, 有限位移旋量的轴线与特征旋量的轴线相同, 进而可通过有

限位移旋量矩阵求得其参数. 反之亦成立, 有限位移旋量的指数映射可生成
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有限螺旋运动; 即特征旋量的指数映射生成沿有限位移旋量轴线的有限螺

旋运动.

5.7 李群运算及其对李代数 se(3) 的伴随作用

5.7.1 李群运算与对自身的伴随作用

群运算一般通过矩阵运算进行. 有限位移旋量的运算遵循旋量三角形

法则 (Bottema和 Roth, 1979). 与矩阵运算相对应,群运算还遵循合成法则与

分解法则 (Dai、Holland 和 Kerr, 1995).

定义 5.12 若群 G 中存在元素 g 使得下式成立:

a = gbg−1 (5.69)

称群 G 中元素 a 与 b 共轭.

注释 5.4 在线性代数中, 共轭即为矩阵的相似变换, 即

B = P−1AP (5.70)

两矩阵 A 与 B 相似表示不同基上的相同的线性变换, 其中 P 为变基矩阵.

定义 5.13 在李群中, 共轭运算为群的作用, 记为

geg−1 (5.71)

式中, e ∈ SE(3), g ∈ SE(3). 共轭也可视为同态, 即

hg(e1)hg(e2) = ge1g
−1ge2g

−1 = ge1e2g
−1 = hg(e1e2) (5.72)

在线性代数中, 式 (5.71) 同于 5.2.1 节给出的相似变换. 对于有限位移旋

量的四元数表示, 单位四元数是李群的平滑映射, 如式 (4.66).

5.7.2 基于有限位移旋量的李群对李代数伴随作用的共轭运算

3.9.4 节给出了李代数的矩阵表示, 此时, 李群对李代数的伴随作用可以

共轭运算表示.
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1. 共轭运算

李群作用于李代数相当于任意旋转和平移的作用. 当李代数采用 3.9节

给出的矩阵表示时, 李群对李代数的伴随作用可采用共轭运算表示为

Ad (g)U = g(ad (S))g−1 (5.73)

式中, ad (S) = U ∈ se(3), Ad (g) ∈ SE(3), 且为 3.9 节式 (3.103) 所示的 se(3)

的伴随表示 (此共轭运算在矩阵论中为相似变换). 无论李代数元素的形式

是 4× 4 标准表示形式还是 6× 6 伴随表示形式, 上式均适用, 下面将给出详

细介绍.

2. 李代数 4× 4 矩阵表示的共轭运算

对于李代数的 4× 4 标准矩阵表示, 共轭运算下的李群作用可写为

E′ = HEH−1 (5.74)

式中, H 是式 (4.7) 给出的群元素的标准 4 × 4 矩阵表示, E 是式 (3.101) 给

出的李代数的 4 × 4 标准表示. 以 4 × 4 标准表示作为李代数元素的速度旋

量, 经过以 4 × 4 标准表示的有限位移旋量的李群作用后, 生成新的李代数

元素, 为

E′ = HEH−1 =

[
R d

0T 1

][
[s×] s0

0T 0

][
RT −RTd

0T 1

]

=

[
R[s×] Rs0

0T 0

][
RT −RTd

0T 1

]

=

[
R[s×]RT −R[s×]RTd + Rs0

0T 0

]
(5.75)

经过 5.2.1 节给出的相似变换, 上式可简化为

E′ = HEH−1 =

[
[Rs×] d×Rs + Rs0

0T 0

]
(5.76)

若将 6× 6 有限位移旋量矩阵作用于李代数速度旋量的向量形式, 如式 (5.4)

所示, 上式仍成立.

3. 李代数 6× 6 伴随表示的共轭运算

定理 5.4 李群对李代数矩阵向量空间 6× 6 元素的共轭运算等价于其

对李代数六维向量形式元素的左作用.
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证明 对于 3.9节的式 (3.103)所示的李代数的伴随表示,李群对李代数

元素 S 的 6× 6 伴随表示 U = ad (S) 的伴随作用可用以下形式表示:

Ad (N)ad (S) = Nad (S)N−1

=

[
R 0

AR R

][
[s×] 0

[s0×] [s×]

][
RT 0

−RTA RT

]

=

[
R[s×] 0

AR[s×] + R[s0×] R[s×]

][
RT 0

−RTA RT

]

=

[
R[s×]RT 0

AR[s×]RT −R[s×]RTA + R[s0×]RT R[s×]RT

]
(5.77)

由 5.2.1 节给出的相似变换以及式 (5.2), 矩阵的副部即上式分块矩阵中的非

对角线矩阵可简化为

[d×][Rs×]− [Rs×][d×] + [Rs0×] (5.78)

根据附录 A, 上式可改写为

[[d×Rs]×] + [Rs0×] (5.79)

因此, 式 (5.77) 可写为

Ad (N)ad (S) = U ′ =

[
[Rs×] 0

[[d×Rs]×] + [Rs0×] [Rs×]

]
(5.80)

上式与式 (5.4) 同构, 其变换后与有限位移旋量一致. 证毕.

推论 5.1 基于李代数 6× 6 伴随表示的李群共轭运算结果与基于李代

数 4× 4 标准表示的李群共轭运算结果一致.

这可由式 (5.80) 与式 (5.76) 的同构证明.

推论 5.2 李群对李代数矩阵空间 3× 3 元素的共轭运算等价于其对李

代数三维向量形式元素的左作用.

4. 共轭运算与伴随作用的关系

由 5.2.1 节可知, 上述伴随作用的共轭运算具有下述性质:

NUN−1 = [NS×] (5.81)

上式将李群对李代数元素的伴随表示 U 的共轭运算转化为李群对李代数元

素的向量表示 S 的左作用. 这就引出了下面的 5.7.3 节.
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5.7.3 对李代数 se(3) 向量形式的左作用

3.9.3节给出了李代数的六维向量形式. 对这种向量形式的李代数,李群

的伴随作用为左作用, 采用 6× 6 伴随表示为

S′ = Ad (N)S = NS (5.82)

式中, 矩阵 N 由式 (5.5) 给定, 上式的运算结果为

S′ =

[
R 0

AR R

](
s

s0

)
=

(
Rs

ARs + Rs0

)
=

(
Rs

d×Rs + Rs0

)
(5.83)

由于矩阵 A如式 (5.2)是由向量 d的分量构成的反对称矩阵, 上式的结果与

式 (5.76) 和式 (5.80) 给出的李群对李代数的矩阵表示的伴随作用结果一致.

注释 5.5 李群作用随着李代数表示形式不同而不同, 其运算方法也不

同. 当李代数元素采用纯四元数形式时, 李群作用采用李群的单位四元数形

式作共轭运算; 当李代数元素采用矩阵表示时, 李群作用采用矩阵李群作共

轭运算, 类似于线性代数中的相似变换; 当李代数元素采用向量形式时, 李

群作用采用对李代数元素的左作用运算, 即矩阵李群左乘运算. 但不同形式

的李群对李代数作用的结果是一致的.

5.8 有限位移旋量矩阵的微分与李代数 se(3) 的瞬时旋量

5.8.1 有限位移旋量矩阵的微分

从 5.3 节与 5.4 节可知, 式 (5.3) 所示李群 SE(3) 的有限位移旋量矩阵可

通过特征旋量和迹映射为式 (5.61) 所示的 Chasles 运动的轴线, 其微分为无

穷小位移旋量, 也称瞬时旋量.

将有限位移旋量矩阵对时间求导数, 得

dN

dt
= lim

∆t→0

N(∆t + t)−N(t)
∆t

(5.84)

上式可改写为
dN

dt
= lim

∆t→0

N(∆θ + ∆ι)− I

∆t
N(t) (5.85)
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写成矩阵形式为

N(∆θ + ∆ι) =

[
R(∆θ) 0

A(∆r + ∆ι)R(∆θ) R(∆θ)

]
(5.86)

由式 (5.29), 有限位移旋量矩阵的副部可表示为

A(∆r + ∆ι)R(∆θ)

= Ar(r + ∆r)R(∆θ)−R(∆θ)Ar(r + ∆r) + As(∆ι)R(∆θ) (5.87)

式中

Ar(r + ∆r) =




0 −rz −∆rz ry + ∆ry

rz + ∆rz 0 −rx −∆rx

−ry −∆ry rx + ∆rx 0


 (5.88)

当考虑无穷小位移时, 有 ∆θ → 0, 则 sin∆θ = ∆θ, cos ∆θ = 1. 进而由

式 (4.22) 所示的 Rodrigues 公式, 用式 (4.6) 中的 As 表示轴线的旋转矩阵可

以给出

R(∆θ) = I + ∆θAs =




1 −n∆θ m∆θ

n∆θ 1 −l∆θ

−m∆θ l∆θ 1


 (5.89)

将式 (5.88) 与式 (5.89) 所示的两个矩阵代入式 (5.87) 右边的前两项, 并且忽

略二阶无穷小项, 得

Ar(r + ∆r)R(∆θ)−R(∆θ)Ar(r + ∆r)

=




0 (ryl − rxm)∆θ (rzl − rxn)∆θ

(rxm− ryl)∆θ 0 (rzm− ryn)∆θ

(rxn− rzl)∆θ (ryn− rzm)∆θ 0




= ∆θ[[r × s]×] (5.90)

对式 (5.87) 右边第三项的轴向平移取微分, 可得

As(∆ι)R(∆θ)

=




0 −n∆ι m∆ι

n∆ι 0 −l∆ι

−m∆ι l∆ι 0







1 −n∆θ m∆θ

n∆θ 1 −l∆θ

−m∆θ l∆θ 1


 (5.91)
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忽略二阶无穷小项, 则

Aι(∆ι)R(∆θ) =




0 −n∆ι m∆ι

n∆ι 0 −l∆ι

−m∆ι l∆ι 0


 = ∆ιAs (5.92)

因此, 式 (5.87) 可写为

A(∆r + ∆ι)R(∆θ) = ∆θ[[r × s]×] + ∆ιAs (5.93)

将上式及式 (5.89) 代入式 (5.86), 即得增量值, 再将其代入式 (5.85) 得

dN

dt
=

[
θ̇As 0

θ̇[[r × s]×] + ι̇As θ̇As

]
N

=

[
ω× 0

ω0× ω×

]
N (5.94)

式中, ω = θ̇s,ω0 = θ̇r × s + ι̇s. 至此, 可以得到有限位移旋量矩阵的微分, 即

无穷小位移旋量或瞬时旋量, 为

T = θ̇


 s

r × s +
ι̇

θ̇
s


 =

dN

dt
N−1 (5.95)

上式为与特殊欧氏群 SE(3) 上的轨迹相切的瞬时旋量.

注释 5.6 瞬时旋量是射影李代数 se(3) 的元素, 可表示为
[

ω× 0

ω0× ω×

]
=

dN

dt
N−1 (5.96)

瞬时旋量携带速度幅值, 即成为速度旋量, 可用于研究机构与机器人运

动. 对于具有两个活动度的串联机器人, 速度旋量可用有序组合的位移旋量

的导数表示, 即为

T =
d(N1N2)

dt
(N1N2)−1

=
(

dN1

dt

)
N2N

−1
2 N−1

1 + N1

(
dN2

dt

)
N−1

2 N−1
1

=
(

dN1

dt

)
N−1

1 + N1

(
dN2

dt

)
N−1

2 N−1
1

= S1 + N1N̄2N
−1
1 = S1 + S2 (5.97)
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上述可推广至多活动度串联机械臂的研究, 即

T =
d(N1 · · ·Nn)

dt
(N1 · · ·Nn)−1

=
(

dN1

dt

)
· · ·NnN−1

n · · ·N−1
1 + · · ·+ N1 · · ·

(
dNn

dt

)
N−1

n · · ·N−1
1

=
(

dN1

dt

)
N1 + · · ·+ N1 · · ·Nn

(
dNn

dt

)
N−1

n N−1
n−1 · · ·N−1

1

= S1 + · · ·+ N1 · · ·NnN̄nN−1
n · · ·N−1

1 = S1 + · · ·+ Sn (5.98)

5.8.2 se(3) 到 SE(3) 的指数映射

对应于 4.4.3 节, 本节给出了 se(3) 到 SE(3) 的指数映射. 采用式 (3.101)

李代数 4× 4 标准矩阵表示, 其指数映射为

eθE = e

"
θAs θs0

0T 0

#

=

[
eθAs V s0

0T 1

]
(5.99)

式中

eθAs = I + sin θAs + (1− cos θ)A2
s (5.100)

V = θI + (1− cos θ)As + (θ − sin θ)A2
s (5.101)

式 (5.100)给出了第四章的 Rodrigues公式. 李代数元素的指数映射给出了相

应的李群的矩阵表示. 当一般运动为纯平移时, 式 (5.99) 为

eθE =

[
I θs0

0T 1

]
(5.102)

注释 5.7 在矩阵指数的运算中, 传统的指数加法规律只在满足下述条

件下成立:

eE1eE2 = eE1+E2 , 当且仅当[E1,E2] = 0 (5.103)

式中, [E1, E2] 为 3.10 节定义的李括号. 通过指数映射以及式 (5.97) 所示的

串联机构的速度旋量可推导出两活动度机械臂的末端位移, 为

N = eθ1E1eθ2E2 (5.104)

对于多活动度串联机构, 则有

N = eθ1E1eθ2E2 · · · eθnEn (5.105)
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5.9 有限位移旋量表示的 Chasles 运动分解

下面通过实例验证本章前面内容给出的定理与公式. 该实例先给出

式 (5.15) 中的纯旋转矩阵与平移矩阵的实现过程; 而后通过有限位移旋量

矩阵的分解, 用 Chasles 运动阐述李群作用. 分解中第一部分表示绕任意旋

量轴线的纯转动以及轴线偏离原点的影响; 分解中第二部分是平移矩阵, 表

示沿轴向的平移.

本实例第一部分通过式 (5.3) 所示的常用 6× 6 有限位移旋量矩阵给定

一个运动. 该运算的实际意义如式 (5.15) 所示, 表示绕过原点的轴线的旋转

以及沿轴线方向的平移. 由此, 实例的第一部分给出有限位移旋量矩阵 N ,

并且施加位移算子 A 得到了刚体最终到达的位置.

本实例的第二部分从矩阵算子中导出有限位移旋量的几何量, 包括旋

转轴线的方向和位置、旋转角及轴向平移量. 第三部分阐述基于 Chasles 运

动的矩阵分解及刚体的 Chasles 运动. 矩阵分解将平移分成两部分, 即旋转

轴线 s 偏离原点引起的等效平移和 Chasles 平移. 该部分采用分解得到的有

限位移旋量的几何量以执行 Chasles 运动, 并用分解后按照 Chasles 运动组

装的矩阵实现刚体位移, 从而得到刚体的最终位姿, 与本实例第一部分采用

常规矩阵运算得到的最终位姿相同.

5.9.1 实现刚体位移的伴随作用

例 5.3 给定刚体上的某一直线为

L = (0.707, 0.500, 0.500, 0.500,−1.000, 0.293)T (5.106)

在本节中, 刚体的一般运动分为两个步骤完成, 即绕旋转作用轴线的旋转和

该轴线方向的平移. 本实例中, 给定刚体旋转角为 80◦, 绕下述过原点的旋转

轴线 s 运动:

s = (−0.129, 0.224, 0.966)T (5.107)

旋转运动之后, 刚体沿平移向量 d 进行平移

d = (1.723,−0.030, 0.756)T (5.108)
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上述过程可用式 (5.15) 所示算子表示为

Ad (g) = N = NtNR =

[
I 0

A I

][
R 0

0 R

]
=

[
R 0

AR R

]
(5.109)

式中, R由式 (4.22)所示的 Rodrigues公式构造而来,公式中轴线向量的反对

称矩阵 As 可根据式 (4.6) 计算得出, 为

As =




0 −0.966 0.224

0.966 0 0.129

−0.224 −0.129 0


 (5.110)

由此, 旋转矩阵的计算结果为

R =




0.188 −0.975 0.117

0.927 0.215 0.305

−0.324 0.051 0.944


 (5.111)

此为有限位移旋量矩阵的主部,同时由式 (5.108),可得式 (5.2)所示的矩阵 A

为

A =




0 −0.756 −0.030

0.756 0 −1.723

0.030 1.723 0


 (5.112)

因此, 有限位移旋量矩阵的副部为

AR =



−0.691 −0.164 −0.259

0.700 −0.825 −1.538

1.603 0.341 0.529


 (5.113)

将线矢量 L 视为李代数 se(3) 的元素, 李群 SE(3) 对 se(3) 的作用可表

示为

L′′ = Ad (g)L = NL (5.114)

刚体上的直线 L 经过旋转矩阵 NR [见式 (5.109)] 作用后的结果为

L′ = (−0.296, 0.916, 0.269, 1.103, 0.338, 0.063)T (5.115)

经过平移矩阵 Nι 作用后最终的位姿为

L′′ = (−0.296, 0.916, 0.269, 0.403,−0.349, 1.633)T (5.116)
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5.9.2 有限位移旋量算子的几何量

下文实例承接实例 5.3,将旋量矩阵算子映射为 Chasles运动的有限位移

旋量, 此处的 Chasles 运动包含绕有限位移旋量轴线的旋转和沿该轴线的平

移. 由 5.4 节可知, 当旋量矩阵特征值 λ = 1 时, 可得出其特征旋量, 进而生

成 Chasles 运动的轴线.

例 5.4 由式 (5.111), 其特征旋量的主部为

R−RT =




0 −1.902 0.441

1.902 0 0.254

−0.441 −0.254 0


 = 2 sin θ[s×] (5.117)

副部可由下式先获得一部分:

(AR)T =



−0.691 0.700 1.603

−0.164 −0.825 0.341

−0.259 −1.538 0.529


 (5.118)

由式 (5.53) 与式 (5.56) 得到副部为

AR− (AR)T =




0 −0.864 −1.863

0.864 0 −1.880

1.863 1.880 0


 = 2 sin θ[s0×] (5.119)

由此, Chasles 运动的特征旋量为

S =
1

2 sin θ
(−0.254, 0.441, 1.902, 1.879,−1.862, 0.864)T

= (−0.129, 0.224, 0.966, 0.955,−0.946, 0.439)T (5.120)

上式所示结果中, 前三个分量构成的向量表示有限位移旋量的轴线. 同

时由式 (2.13), 该轴线的正交位置向量为

r0 = (1.012, 0.979,−0.092)T (5.121)

上式表明, 有限位移旋量的轴线由位置向量 r0 给定, 偏离原点. 由

式 (4.17), 旋转角为 θ = 80◦. 由旋量矩阵副部的迹可推导出轴向平移的模

长, 如式 (5.50) 所示, 即

ι =
tr (AR)
−2 sin θ

=
−0.985
−2 sin θ

= 0.5 (5.122)
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由此, 5.9.1节给出的刚体的位移可映射为 Chasles运动的有限位移旋量,

其轴线由式 (5.120) 给出, 轴线对应的正交位置向量由式 (5.121) 给出, 旋转

角 θ 为 80◦, 轴向平移分量模长为 ι = 0.5.

5.9.3 有限位移旋量表示的 Chasles 运动执行过程

5.9.2 节内容通过 5.9.1 节给出的旋量矩阵的特征旋量构造了 Chasles 运

动的有限位移旋量. 本节将在此基础上构建如式 (5.28) 所示的 Chasles 分解,

并用于执行对刚体上直线 L 的 Chasles 运动. 该运动包含绕偏离原点且位置

向量为 r0 的有限位移旋量轴线 s 的旋转和沿该轴线且模长为 ι 的平移.

若由式 (5.120) 给定有限位移旋量, 加之得出的 θ = 80◦ 的旋转角, 以及

式 (5.122)给出的轴向平移分量模长 ι = 0.5,则可根据式 (5.28)所示的有限位

移旋量矩阵的 Chasles 分解得到分解后的基于 Chasles 运动的旋量矩阵. 由

此,式 (5.3)的算子可分解为绕偏离原点且位置向量为 r0 的有限位移旋量轴

线 s 的旋转以及沿该轴线且模长为 ι 的平移 [见式 (5.28)].

Chasles运动的第一步由式 (5.28)所示的矩阵Nc 执行,即将式 (5.106)所

示刚体上的线矢量L绕式 (5.120)中的有限位移旋量轴线旋转. 其中,矩阵Nc

中的矩阵 R由式 (4.22)所示的 Rodrigues公式得出,计算结果如式 (5.111)所

示. Chasles 运动的第二步将在例 5.5 中给出.

例 5.5 例 5.1 给出的 Chasles 旋转中由于旋转轴线偏离原点引起的等

效平移分量可由式 (5.23) 得出

re = (I −R)r0 = (1.788,−0.142, 0.273)T (5.123)

因此, 式 (4.6) 所示的旋量轴线矩阵可由式 (5.120) 给出的有限位移旋量

得出. 不难看出, 其结果与式 (5.110) 相同. 至此, Chasles 平移可由 ιAs 执行.

再考虑上述由旋转轴线偏离原点引起的等效平移, 由式 (5.27), 得

A = [re×] + ιAs

=




0 −0.273 −0.142

0.273 0 −1.788

0.142 1.788 0


 +




0 −0.483 0.112

0.483 0 0.065

−0.112 −0.065 0
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=




0 −0.756 −0.030

0.756 0 −1.723

0.030 1.723 0


 (5.124)

上述过程是 5.9.1 节内容的反向推导, 式 (5.124) 所示的结果与式 (5.112)

给出的平移矩阵 A 相同, 进而证明了 5.2 节的矩阵分解的正确性.

例 5.6 将采用该 Chasles 运动分解后的矩阵, 展示 Chasles 运动的旋转和

平移作用.

例 5.6 采用式 (5.28) 对 Chasles 分解得出的矩阵 Nc 将 Chasles 旋转作

用于刚体上的直线 L, 将直线绕式 (5.120) 所示的偏离原点的旋量轴线旋转,

其旋量轴线的位置向量 r0 如式 (5.121) 所示, 结果为

L′ = (−0.296, 0.916, 0.269, 0.815,−0.223, 1.659)T

尽管上式所示的结果与 5.9.1 节中式 (5.115) 使用两步分解法的结果的

前三个分量相同, 但是其副部即后三个分量是不同的. 造成这种不同的原因

在于上述 Chasles 运动的真实轴线偏离原点.

Chasles 运动作用的第二步是 Chasles 平移, 即将从 Chasles 分解得到

式 (5.28) 的平移矩阵算子 Nι 作用于旋转得到的直线 L′, 得

L′′ = (−0.296, 0.916, 0.269, 0.403,−0.349, 1.633)T

上述结果与式 (5.116) 所示的采用常规矩阵运算得出的结果相同. 由此,

采用 Chasles分解与常规矩阵的运算等效. 尽管中间运算过程不同,但对于刚

体位移的最终结果是相同的. 这就证实了有限位移旋量矩阵及其 Chasles 分

解的相关理论与规律的正确性, 阐明了其实际意义. 本节同时说明了如何用

有限位移旋量来完成刚体位移,并通过有限位移旋量算子施加并完成 Chasles

运动.

5.10 旋量代数、李群与李代数的关联论

在上面的分析中, 有限位移旋量具有与李群一致的向量表示, 可以用来

描述刚体运动的全周运动, 其与瞬时旋量的关系由 5.8 节论述. 由第三章可

知, 瞬时旋量是射影李代数的元素, 速度旋量是李代数的元素, 而力旋量是

对偶李代数的元素.
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5.10.1 旋量代数、李群与李代数、有限位移旋量、四元数代数的关联

定义 5.14 在抽象代数中, 代数结构是指包含集合以及对集合内元素

具有封闭性的运算的代数系统, 其中集合可为群、环、域、格等. 在代数结

构 (A, ◦) 与 (B, ◦) 中, A 与 B 分别表示两代数结构的集合, “◦” 为集合 A 上

的二元运算, “◦” 为集合 B 上的二元运算, 此二元运算满足结合律、交换律

和分配律. 对于任意 a, b ∈ A, 若存在同态映射

ϕ(a ◦ b) = ϕ(a)◦ϕ(b)

则映射 ϕ 使代数结构 (A, ◦) 对代数结构 (B, ◦) 产生了同态映射. 此时称映

射 ϕ 构造了一个从代数结构 (A, ◦) 到代数结构 (B, ◦) 的关联, 也称代数结

构 (A, ◦) 与代数结构 (B, ◦) 关联.

注释 5.8 向量空间或拓扑流形也为代数结构.

注释 5.9 若 ϕ 是单射同态, 称两代数结构为单同态关联; 若 ϕ 是满射

同态, 称两代数结构为满同态关联; 若 ϕ 是双射同态, 称两代数结构为同构

关联.

注释 5.10 在本书中, 旋量代数、李群、李代数、四元数代数等均可视

为代数结构, 并且都具有同向量代数及其矩阵运算的关联.

注释 5.11 在第三章、第四章与本章中, 向量代数、旋量代数、李群、

李代数、四元数代数等代数结构之间存在多个关联,这些关联的同态映射一

般通过李群与李代数表示论以及李群、李代数、四元数、对偶四元数的共

轭作用、左作用或李括号实现,也可通过向量空间之间的同构映射以及叉积

与双线性型运算实现.

3.1 节、3.2 节与 3.3 节阐述了旋量的六维向量表示与对偶向量表示, 定

义了旋量空间上具有封闭性的运算. 因此, 上述章节给出了旋量代数与矩量

代数同向量代数之间的关联.

3.9 节与 3.10 节提出了李代数的旋量形式 [如式 (3.2)]、向量形式以及矩

阵表示 [如式 (3.101)], 并推导了李代数的左作用 [如式 (3.116)] 与李括号 [如

式 (3.107)], 给出了等效定理及其证明. 因此该章节定义了李代数与旋量代

数、向量代数之间的关联.
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4.6 节与 4.7 节提出了李群的四元数表示 [如式 (4.63)]、对偶四元数表

示 [如式 (4.81)] 以及李代数的纯四元数 [如式 (4.67)] 表示, 并推导证明出, 李

群的四元数表示能够完成对李代数纯四元数表示的共轭作用 [如式 (4.68)],

并且同李群元素对向量空间元素的左作用 [如式 (4.71)] 等效. 因此, 该章节

定义了李群、李代数以及四元数代数之间的关联.

5.2 节、5.6 节、5.7 节给出了李群的矩阵表示 [如式 (5.5)] 以及有限位移

旋量 [如式 (5.61)] 表示, 推导了李群对自身的共轭作用 [如式 (5.71)] 以及对

李代数矩阵表示与旋量形式的共轭作用 [如式 (5.75)] 与左作用 [如式 (5.82)],

并给出了等价定理 (推论 3.6、推论 5.1、推论 5.2) 及其证明. 因此, 该章节定

义了李群、李代数以及旋量代数之间的关联.

5.10.2 李群、李代数与有限位移旋量、瞬时旋量关联图

李代数与李群的多种表示形式已在 3.9 节与 5.6 节给出, 它们与有限位

移旋量及瞬时旋量的关系由本章给出.图 1.1给出了有限位移旋量与李群以

及对应的瞬时旋量与李代数表示论的关联关系, 图5.4 揭示了这些理论的关

联关系以及对其阐述的章节.

图 5.4 李群、李代数与有限位移旋量、瞬时旋量关联图

图 5.4 中, 李群 SE(3) 与有限位移旋量的关联关系见 5.4 节与 5.6 节, 有

限位移旋量与瞬时旋量以及李群与李代数的关联关系见本章相关章节.

5.10.1 节以及图 5.4 给出下列关联论的定义.

定义 5.15 向量代数、旋量代数、李群、李代数、四元数代数等多种代

数结构之间诸多关联涵盖的表示论、相关运算与作用及其推导、原理与证
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明统称为旋量代数、李群与李代数、四元数代数的关联论, 也可称为代数关

联论.

5.10.3 有限位移旋量、瞬时旋量、李群及李代数发展史

以上小节提出的关联论可以在这些理论的历史发展中体现. 有限位移

旋量、瞬时旋量、李群及李代数四大理论的发展历史见表 5.1.

表 5.1 有限位移旋量、瞬时旋量、李群及李代数的发展历史

瞬时旋量 有限位移旋量 李群 李代数

1763 Mozzi 瞬轴 (3.4 节)

1806
Poinsot 中心

轴 (3.5 节)

1830
Chasles 分解

定理 [式 (5.28)]

1840 Galois: 群论

Rodrigues 参数 [式 (4.33)]

Rodrigues 公式 [式 (4.50)]

1845s Hamilton 四元数 [式 (4.62)]

Cayley 旋转公式 [式 (4.57)]

1860—1865 Cayley 直线坐标, Plücker 坐标

1871—1872 Klein 互易旋量, Ball 互易旋量 [式 (3.11)] Klein Erlangen 纲领

1872—1873 Clifford 表格 (表 3.2) Clifford 对偶四元数 [式 (4.81)]

1871—1876 Ball 旋量理论

1880 Killing 型 [(式 3.23)] Killing 型

1888—1893 Lie 和 Engle: 李群

1900 Ball 旋量理论的著作

1901 Study 对偶角 [式 (3.24) 和式 (3.25)], 四元数群

1902—1930 Weyli 黎曼群, 拓扑群

1924 von Mises’s 矩量运算

1930s Cartan 子代数

Brand 对偶向量 Cherallay, 第一部关于
1946—1947

与矩量代数 (见第三章) 李群与李代数的著作

1958 Blaschke 旋量算子

1948—1965 Dimentberg 复向量代数 (见第三章)

1964 Yang 和 Freudeastein: 对偶四元数形式的旋量算子
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续表

瞬时旋量 有限位移旋量 李群 李代数

1967 Roth: 旋量三角形

1978 Hunt 旋量系
Hervé: 连杆机

构李群理论

1979 Bottema 和 Roth 理论: 运动学

1984 Phillip: 一般螺旋运动

1990 McCarthy 理论: 运动学介绍

1994 Murry、Li 和 Sastry: 李群与刚体运动结合

1996 Duffy: 平面机构运动学

2004 Selig: 计算机科学与机器人学数学基础
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第六章 互易性与旋量系

旋量系是旋量的集合, 依赖于一组线性无关的旋量并构成李代数se(3)

的向量子空间. 旋量系理论与具有一定自由度的刚体的运动特性分析密切

相关, 同时与作用在刚体上的力系及其反作用力的特性密切相关. 速度旋量

系与相应的约束旋量系构成互易关系. 因此, 旋量系的理论基础是线性相关

性和互易性. 长期以来, 对旋量系及其在运动学和动力学方面的理论与应用

研究一直吸引着数学家和理论运动学家的研究兴趣.

Ball (1900) 以刚体的螺旋运动为实例, 给出了 n 阶旋量系, 该旋量系中

所有旋量能使刚体在约束允许下绕该组独立旋量的轴线相继旋转. Ball 还

对拟圆柱面进行了研究, 奠定了二阶旋量系分类的基础. Dimentberg (1965)

研究了互易旋量系的结构. Hunt (1967) 通过线性线丛及其与空间机构与可

动性之间的关系对旋量系进行了详尽的研究.

本章介绍了旋量互易性的几何特性和物理意义, 展示了旋量间的相关

性, 从线性角度出发, 提出了充分必要条件以及旋量相关的几何条件, 对旋

量系的组合进行了深入研究. 在此基础上, 推导出了旋量组合转化为线矢量

的充分必要条件的通用公式. 本章揭示了互易性和相关性的代数本质, 展现

了旋量代数与射影几何的关联, 为第七章研究旋量系的关联关系理论奠定

了基础.
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6.1 旋量的互易性

6.1.1 几何特性与物理含义

旋量的互易性是旋量系理论的基础. Klein (1871) 提出了互易旋量的基

本概念和五维射影空间中的超二次曲面. 几乎是同一时间, Ball 对互易旋量

进行了研究, Ball 对互易性的定义为: 当虚拟系数即互矩为零时, 两旋量互

易 (见 3.2.1 节). 1924 年, 这一互易积被 von Mises (1924 年) 定义为旋量标量

积. 此后 Dimentberg (1965) 和 Brand (1947) 用此定义来识别互易旋量. 1965

年, Dimentberg (1965) 进一步揭示了互易性的几何意义, 并通过六条弹性吊

索束缚刚体产生的一维移动来展示这一原理. 1978年, Hunt (1978)进一步采

用互易运动副及其连接来解释互易性. 一对包括两个垂直轴线的串联铰链

与锁住一转动而演变为两活动度的球副互为互易运动副. 在这一对互易运

动副中, 其中一个运动副的活动度为另一个运动副的约束度.

如 3.7 节所述, 若两旋量 S1 和 S2 的互矩或虚系数为零, 称两旋量互易.

从几何角度考虑, 若两旋量的旋距为零 (h1 = h2 = 0), 即旋量退化为线

矢量, 两旋量互易的几何条件为相交或平行, 此为第一类情况.

若一旋量旋距为零, 另一旋量旋距为有限值, 互易的几何条件为正交或

满足式 (3.15) 的一般情况, 此为第二类情况.

第三类情况为, 当两旋量具有有限旋距时, 则互易的空间相互位姿又有

五种情形. 第一种是两旋量轴线不仅相交且为正交; 第二种是两旋量轴线相

交且旋距之和为零; 第三种是两旋量轴线平行且旋距之和为零; 第四种是两

旋量轴线共线且旋距之和为零; 第五种是其他满足式 (3.15) 的情况.

第四类情况为,当两旋量旋距一个为无穷大,另一个为零或有限值时,互

易的几何条件是无穷大旋距的旋量位于与有限旋量轴线垂直的平面内.

第五类情况为, 两旋量都具有无穷大旋距, 此时两旋量在任意情况下都

互易.

互易旋量的分类请见表 6.1.

从物理学角度考虑, 刚体在力旋量作用下沿某一轴线方向运动, 若力旋

量对刚体做功为零, 则力旋量与该运动旋量1 互易. 如图 6.1, 力旋量与速度

1运动旋量涵盖速度旋量以及有限位移旋量.
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旋量的单位旋量 S1 和 S2 可分别表示为

S1 = (1, 0, 0, h1, 0, 0)T (6.1)

S2 = (cos ϕ, sinϕ, 0, h2 cos ϕ− d sinϕ, h2 sinϕ + d cos ϕ, 0)T (6.2)

表 6.1 两旋量互易的几何关系分类

旋量 S1 旋量 S2

类别 的旋距 的旋距
互易的几何条件

第一类 0 0 (a) 相交; (b) 平行

第二类 0 h (a) 正交; (b) 其他满足 h cos ϕ = d sin ϕ 的一般条件

第三类
h1 h2 (a)正交; (b)相交且 h1+h2 = 0; (c)平行且 h1+h2 = 0;

(d) 共线且 h1 + h2 = 0; (e) 其他满足 (h1 + h2) cos ϕ =

d sin ϕ 的一般条件

第四类 0 或 h ∞ 垂直

第五类 ∞ ∞ 任何条件

注: h、h1、h2 表示旋量的旋距且为有限值.

图 6.1 速度旋量与力旋量的几何解释

赋予幅值 f , 则作用在单位旋量 S1 上的力旋量可表示为

W =

(
f

m

)
= f(1, 0, 0, h1, 0, 0)T

同理, 赋予速度幅值 ω, 则作用在单位旋量 S2 上的运动旋量可表示为

T =

(
ω

v

)
= ω(cos ϕ, sinϕ, 0, h2 cos ϕ− d sinϕ, h2 sinϕ + d cos ϕ, 0)T
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据式 (3.12),由以上两旋量互易积可得式 (3.15). 从前述的几何条件分析

可知, 如果上述两旋量满足式 (3.88) 给出的旋量互易条件, 上述力旋量与速

度旋量互易, 即力旋量在该速度旋量轴线方向上不做功. 两旋量互易的物理

含义可分为以下几种情况: 若力旋量表示纯力, 且与刚体绕转动副运动的速

度旋量轴线同轴或平行, 则该力旋量对刚体不做功; 若刚体绕接触法线旋转

且不计摩擦, 则力旋量在该法线方向不做功; 若力旋量表示纯力偶, 且刚体

沿移动副平移, 则该力偶对刚体不做功.

定义 6.1 运动旋量包含速度旋量、有限位移旋量以及从属于有限位移

旋量但强调微小位移的微小位移旋量.

6.1.2 运动与约束中的互易关联

互易性既表征了两旋量空间位姿的相互关系, 又展示了力旋量和运动

旋量的物理意义. 互易性的几何和物理解释引出了运动旋量和约束力旋量

之间的一种基本关联关系, 第七章将对此作详细阐述.

机构基本运动副 (以转动副为例)中包含许多旋量互易性及其关联关系

的实例. 如图 6.2a, 若作用于转动副上表示纯力的力旋量 W 与运动旋量 T

共线, 则该力旋量不做功, 二者互易. 不难看出, 该力旋量与运动旋量线性相

关. 如图 6.2b, 将力旋量平移至 W ′, 可以发现该力旋量仍不做功, 仍与运动

旋量 T 互易, 但此时二者线性无关. 因此, 运动旋量与力旋量对应的单位旋

量间互易性与线性相关性的关系, 即旋量关联关系是值得研究的.

如图 6.2c, 力旋量 W 作用在串联机器人的最后一个杆件上, 并且与运

动旋量 T1、T2 及 T3 平行. 显然, 力旋量 W 对三个运动旋量不做功, 即力旋

图 6.2 互易性与相关性
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量 W 与运动旋量 T1、T2 及 T3 构成的旋量系互易. 通过研究不难发现, 力

旋量 W 与运动旋量 T1、T2 及 T3 线性相关 (Dai, 1993). 若空间四个旋量交

于一点, 情况亦如此. 诸如此类的旋量间互易性与线性相关性的关联关系理

论将在第七章作深入阐述.

6.2 旋量的相关性

本节从向量代数角度出发, 给出旋量线性相关的定义, 由此推出旋量相

关性充分必要条件, 导出 2 ∼ 6 个旋量线性相关的几何条件.

定义 6.2 若存在一组不全为零的系数 λi = (1, 2, · · · , k), 使得 k 个旋量

满足下式:

λ1S1 + λ2S2 + · · ·+ λkSk = 0 (6.3)

则称旋量 S1,S2, · · · ,Sk 线性相关.

引理 6.1 旋量相关性可以按照旋量的主部与副部定义为两部分, 即

λ1s1 + λ2s2 + · · ·+ λksk = 0 (6.4)

和

λ1r1×s1 +λ2r2×s2 + · · ·+λkrk×sk +λ1h1s1 +λ2h2s2 + · · ·+λkhksk = 0 (6.5)

注释 6.1 引理 6.1 所述的旋量相关性对旋量轴线、位置向量及旋距均

有要求. 例如, 两自由向量平行或者共线, 二者即线性相关; 但对于两旋量,

若二者平行或共轴, 未必线性相关, 判断平行或共轴旋量的相关性仍需考察

旋距的影响. 总而言之, 一组旋量只有同时满足式 (6.4) 与式 (6.5) 时才线性

相关.

6.2.1 旋量相关的充分必要条件

定理 6.1 对于 k 个旋量 S1,S2, · · · ,Sk, 将引理 6.1 给出的旋量相关性

的两个定义式重新组合, 得
[

s1 s2 · · · sk

r1 × s1 + h1s1 r2 × s2 + h2s2 · · · rk × sk + hksk

]
λ = 0 (6.6)
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可简化为

Jλ = 0 (6.7)

考虑三维空间中, 旋量维数 n = 6, 若 k > 6, 则 k 个旋量线性相关; 最大

线性无关的个数由 6 × k 矩阵 J 的秩 rankJ 确定. 若 k < 6, 且 rankJ < k,

则 k 个旋量线性相关; 可通过检验矩阵 J 的所有小于或等于 k 阶子式是否

为零来确定 rankJ , 从而决定最大线性无关的个数. 若 k = 6, 且 rankJ = k,

则 k 个旋量线性无关.

推论 6.1 k 个旋量最大线性无关数由 6 × k 矩阵 J 的秩 rankJ 确定.

如果 rankJ < k, 则 k 个旋量线性相关.

推论 6.2 若 n个旋量在特殊几何条件下线性相关,则满足该条件的 n+

k 个旋量也线性相关.

定理 6.2 k 个旋量线性相关的必要条件为

det(JT∆J) = 0 (6.8)

式中

JT∆J =




S1 ◦ S1 S1 ◦ S2 · · · S1 ◦ Sk

S2 ◦ S1 S2 ◦ S2 · · · S2 ◦ Sk

...
...

...

Sk ◦ S1 Sk ◦ S2 · · · Sk ◦ Sk




(6.9)

其中, ∆ 是对偶算子的矩阵形式, 见式 (2.55).

证明 由式 (3.11) 的互易积, 可得

JT∆Jλ = 0 (6.10)

公式 rankJT = rankJ , rank (JT∆J) 6 rankJ 成立. 由推论 6.1,若 k 个旋

量线性相关,则 rankJ < k. 从前式可知 rank (JT∆J) < k,由此 det (JT∆J) =

0. 定理得证.

对于旋距为零的旋量, 即线矢量, 式 (6.9) 退化为

JT∆J =




0 S1 ◦ S2 · · · S1 ◦ Sk

S2 ◦ S1 0 · · · S2 ◦ Sk

...
...

...

Sk ◦ S1 Sk ◦ S2 · · · 0




(6.11)
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定理 6.3 k 个旋量线性相关的充分必要条件是对称矩阵 JTJ 的行列

式为零, 即

det(JTJ) = 0 (6.12)

证明 必要性证明可参考定理 6.2, 下面给出充分性证明.

对 JTJλ = 0 两边乘以 λT, 得 λTJTJλ = 0, 即 (Jλ)TJλ = 0. 由

此, Jλ = 0. 所以方程组 JTJλ = 0 和 Jλ = 0 同解, 则 rank (JTJ) = rankJ .

因为 det (JTJ) = 0, 即 rank (JTJ) < k, 所以, rank (J) < k. 因而, k 个旋量线

性相关.

这里引用了内积的概念 (Sugimoto 和 Duffy, 1982; Kerr 和 Sanger, 1989;

Duffy, 1990), 内积保持了矩阵 J 的秩, 是不随原点的变化而改变的不变量.

6.2.2 两个旋量的相关性

推论 6.3 两旋量线性相关的充分必要条件是轴线共线且旋距相同.

证明 首先证明充分性. 设旋量 S1 与 S2 为

S1 =

(
s1

r1 × s1 + h1s1

)
, S2 =

(
s2

r2 × s2 + h2s2

)

若旋量 S1 与 S2 的轴线共线, 设其公共轴线为 s, 则 r1 × s = r2 × s. 由于旋

距相同, h1 = h2, 由此可知两旋量线性相关.

再证明必要性. 若旋量 S1 与 S2 线性相关, 即 S2 = λ1S1, 可得
{

s2 = λ1s1

r2 × s2 + h2s2 = λ1r1 × s1 + λ1h1s1

(6.13)

由上式可得

(r2 − r1)× s1 = (h1 − h2)s1 (6.14)

式 (6.14) 两边分别右点积 s1 得

0 = (h2 − h1)s1 · s1

可知 h1 = h2, 代入式 (6.14) 得

(r2 − r1)× s1 = 0

从而可知两旋量共轴线, 证毕.
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6.2.3 具有相同旋距的三个旋量的相关性

若三个旋量旋距相同, 则式 (6.6) 可变为
[

s1 s2 s3

r1 × s1 + hs1 r2 × s2 + hs2 r3 × s3 + hs3

]
λ = 0 (6.15)

如果三个旋量线性相关, 至少要求上式中由 s1、s2 和 s3 构成的矩阵的

任意三阶子式为零, 即这些旋量的轴线共面或平行.

推论 6.4 具有相同旋距的三个旋量线性相关的必要条件是它们轴线

共面.

将位置向量 ri 分解为两部分, 即由上述三轴线构成的平面外任意参考

点指向该平面上一点的向量 ρ和该点到旋量轴线 si某一点的位置向量 r′i (见

图 6.3). 由此, r′2 和 r′3 可由 r′1 表示为

r′2 = β2r
′
1 (6.16)

和

r′3 = β3r
′
1 (6.17)

图 6.3 三旋量共面的几何表示

因此, 式 (6.15) 可变换为下式:
[

I 0

hI A

][
s1 s2 s3

s1 β2s2 β3s3

]
λ = 0 (6.18)
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式中, hI 是 5.2.3 节中式 (5.34) 给出的改变旋量旋距矩阵的非对角线分块矩

阵. 选择 r′1 = r, 矩阵 A 可表示为反对称矩阵, 即

A =




0 −rz ry

rz 0 −rx

−ry rx 0


 (6.19)

该矩阵可实现向量 r 与其他向量的叉积. 向量 r 可表示为

r = (rx, ry, rz)T (6.20)

因此, 式 (6.18) 可以写为

NM3λ = 0 (6.21)

式中, M3 是旋量 S1、S2、S3 的蜕变矩阵. 应用拉普拉斯展开,得到 rankN =

5. 由此, 因 rank (NM3) 6 min(rankN , rankM3), 旋量线性相关性可以通过

旋量蜕变矩阵M3 的秩判断.

定理 6.4 若具有相同旋距的三旋量共面共点或共面平行, 则三旋量线

性相关.

证明 若三旋量共面共点, 选取相同的位置向量, 即 r1 = r2 = r3 = r

和 β2 = β3 = 1, 易知 M3 的秩退化为 2. 若三旋量共面平行, 且具有相同旋

距,容易看出,当 s1 = s2 = s3 时,矩阵M3 的秩小于 3,因此三旋量线性相关.

若三旋量共面且具有相同旋距, 其中两个共线, 根据矩阵M3 的秩仍可判断

出三旋量线性相关. 不失一般性, 令 s1 = s2, 则 β2 = 1, 即 r1 = r2, 矩阵 M3

可写为 [
s1 s1 s3

s1 s1 β3s3

]
(6.22)

显然, 矩阵 M3 的秩小于 3, 三旋量线性相关. 应该注意的是, 当三个旋

量共面, 但没有指明其他限定条件时, 它们不一定线性无关.

6.2.4 具有相同旋距的四个、五个与六个旋量的相关性

定理 6.5 任意四个具有相同旋距的共点旋量线性相关.
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证明 四旋量在空间共点 r = ri, 叉积运算可用与旋量副部的位置向量

对应的反对称矩阵 [r×] 进行, 如式 (6.19) 所示. 若四旋量有相同的旋距 h,

式 (6.6) 可以写成 [
I 0

hI A

][
s1 s2 s3 s4

s1 s2 s3 s4

]
λ = 0 (6.23)

该式给出旋量 S1、S2、S3、S4 的蜕变矩阵 M4. 正如 6.2.1 节所述, 矩

阵 J ′4 = NM4 是关键.由上式可知矩阵M4 的秩小于 4, 因此, 任何四个具有

相同旋距的共点旋量都是线性相关的. 定理得证.

定理 6.6 任意四个具有相同旋距的平行旋量线性相关.

证明 若四个具有相同旋距的旋量相互平行, 式 (6.4) 和式 (6.5) 可以

写成

(1, α2, α3, α4)




λ1

λ2

λ3

λ4




s1 = 0 (6.24)

和

(r1×s1 +hs1, α2r2×s1 +hα2s1, α3r3×s1 +hα3s1, α4r4×s1 +hα4s1)




λ1

λ2

λ3

λ4




= 0

(6.25)

通过以上两个公式, 可以得到

[
I 0

hI I

][
s1 α2s1 α3s1 α4s1

r1 × s1 α2r2 × s1 α3r3 × s1 α4r4 × s1

]



λ1

λ2

λ3

λ4




= 0 (6.26)

由于四旋量是平行的, 位置向量 ri 可用平面线丛表示, 即

r3 = µ1r1 + µ2r2 (6.27)

r4 = δ1r1 + δ2r2 (6.28)

将式 (6.27) 和式 (6.28) 代入式 (6.26), 得到

N ′J4λ = 0 (6.29)
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式中, J4 为 6× 4 矩阵

J4 =

[
s1 α2s1 α3s1 α4s1

r1 × s1 α2r2 × s1 α3(µ1r1 + µ2r2)× s1 α4(δ1r1 + δ2r2)× s1

]

(6.30)

由上可见, 任何包含上述矩阵 J4 的前三行中任两行的四阶子式为零.

因此, 通过研究包含矩阵 J4 后三行的四阶子式的奇异性, 可以判断旋量的

相关性. 可知, 任何包含最后三行的四阶子式为零. 因此, 可以看出矩阵 J4

的秩小于 4. 因此, 在式 (6.26) 存在一组解, 其中至少有一个 λi 为非零数. 由

此而知, 四个具有相同旋距的平行旋量是相关的. 定理得证.

定理 6.7 任意四个旋距相同且轴线共面的旋量线性相关.

证明 1 如果四旋量共面, 则它们的轴线线性相关. 任取两个线性无关

的轴线为基,而不失一般性,可取 s1 和 s2 为基,另外两个旋量轴线可以表示

为

s3 = α1s1 + α2s2 (6.31)

s4 = β1s1 + β2s2 (6.32)

式 (6.4) 可写成

λ1s1+λ2s2+λ3s3+λ4s4 = (λ1+λ3α1+λ4β1)s1+(λ2+λ3α2+λ4β2)s2 = 0 (6.33)

同时, 位置向量 ri 可以在同一平面内表示, 在选择的基 s1 和 s2 上也是

线性相关的, 可以写成

r1 = 1δ1s1 + 1δ2s2 (6.34)

r2 = 2δ1s1 + 2δ2s2 (6.35)

r3 = 3δ1s1 + 3δ2s2 (6.36)

r4 = 4δ1s1 + 4δ2s2 (6.37)

将式 (6.31)、式 (6.32) 和式 (6.34) ∼ 式 (6.37) 代入式 (6.6), 得

[
I 0

hI A1

][
s1 s2 α1s1 + α2s2 β1s1 + β2s2

η1s2 η2s2 η3s2 η4s2

]



λ1

λ2

λ3

λ4




= NM4λ = 0

(6.38)
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式中

A1 = [s1×]




0 −n1 m1

n1 0 l1

m1 l1 0


 (6.39)

η1 = −1δ2, η2 = 2δ1, η3 = 3δ1α2 − 3δ2α1, η4 = 4δ1β2 − 4δ2β1

上述矩阵 NM4 与式 (6.30) 同构, 可以证明秩为 3. 因此任意四个旋距

相同且轴线共面的旋量是线性相关的. 定理得证.

下面用另一种方法来证明四个共面的线矢量是线性相关的.

证明 2 用 s2 与式 (6.33) 作叉积, 得到

(1, 0, α1, β1)




λ1

λ2

λ3

λ4




s1 × s2 = 0 (6.40)

用 s1 与式 (6.33) 作叉积, 得到

(0, 1, α2, β2)




λ1

λ2

λ3

λ4




s1 × s2 = 0 (6.41)

将式 (6.34) ∼ 式 (6.37) 代入式 (6.5), 得

(−1δ2,
2δ1,

3δ1α2 − 3δ2α3,
4δ1β2 − 4δ2β1)




λ1

λ2

λ3

λ4




s1 × s2 = 0 (6.42)

由于 s1 和 s2 分别为两个不同旋量的轴线向量, 式 (6.40) ∼ 式 (6.42) 还满足

下式:


−1δ2

2δ1
3δ1α2 − 3δ2α1

4δ1β2 − 4δ2β1

1 0 α1 β1

0 1 α2 β2







λ1

λ2

λ3

λ4




= 0 (6.43)

容易看出, 上式中 λi 存在不为零的解, 且同时满足式 (6.38). 因此, 任何

四个旋距相等且轴线共面的旋量线性相关. 定理得证.
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推论 6.5 任意具有相同旋距的五个旋量线性相关的条件是它们的轴

线包含于两个线性线丛组成的线汇中 (Woods, 1922).

推论 6.6 任意六个具有相同旋距的旋量的轴线在同一个线性线丛时,

它们是线性相关的.

6.2.5 旋量算子的不变性

旋量的线性相关性与矩阵 J 的秩有关, 可以证明, 旋量的线性相关性

不随原点和单位的改变而改变. 原点变化和坐标系姿态的变化可由旋转矩

阵 R 与反对称矩阵 A 表示, 详见 4.4.2 节和 4.4.3 节. 单位变化和旋距变化

在 5.2.3 节进行了介绍.

本节推导过程表明, 旋量的相关性不仅仅可以抽象为一种代数结构, 也

体现为一种几何结构, 旋量相关性的代数结构和几何形态之间具有的关联

证明了旋量的代数内涵与几何含义之间的统一性.

6.3 旋量系、基本集与张成多重集

6.3.1 旋量系

定义 6.3 旋量系 S 是可用 n 个线性无关旋量的线性组合表示的所有

旋量的集合. 其中 n 个线性无关的旋量称为旋量系的基, n 为旋量系的阶数.

旋量系可用矩阵 J 表示为

λ1S1 + λ2S2 + · · ·+ λnSn = [S1,S2, · · · ,Sn]




λ1

λ2

...

λn




= Jλ (6.44)

式中, Si 构成旋量系 S 的一组基.

定义 6.4 给定一个由 n 个旋量组成的集合

S = {S1,S2, · · · ,Sn} (6.45)

如果任意旋量都不能由余下的 n− 1 个旋量线性组合表示, 即

Si 6= λ1S1 + λ2S2 + · · ·+ λi−1Si−1 + λi+1Si+1 + · · ·+ λn−1Sn−1 (6.46)
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则该集合中的 n 个旋量线性无关.

旋量系可以分为一阶旋量系、二阶旋量系,直至五阶旋量系.其中,基于

旋量系的互易性,四阶和五阶旋量系可由二阶和一阶旋量系定义. Klein型是

旋量系的主要分类准则.

一阶旋量系的基包含一个旋量, 构成一维向量子空间. 一阶旋量系有三

种类型,即非零旋距的有限定位旋量、零旋距的有限定位旋量和无穷旋距的

无限定位旋量. 二阶旋量系包含两个线性无关的旋量, 可被赋予无穷多个旋

距, 构成二维向量子空间. n 阶旋量系包含 n 个线性无关的旋量.

从物理角度分析, 旋量系可以由一组线性独立的力旋量或瞬时速度旋

量集合而成. 表示机构运动副的旋量系可用来描述该运动副所允许的所有

运动, 该旋量系的阶数与运动副所允许的运动自由度数等同. 转动副所允许

的运动可用一阶旋量系描述. 虎克铰所允许的运动可用旋距为零且轴线过

运动副中心的旋量构成的二阶旋量系描述. 值得注意的是, 相互独立且旋距

为零的共点旋量的合成旋量的旋距仍为零. 同样, 球铰链运动副所允许的运

动可用三阶旋量系描述. 移动副所允许的运动则对应于与移动副轴线平行

且旋距无穷大的一阶旋量系.

以机构运动链中的运动副引出的旋量系代表了在给定位姿运动链所允

许的所有运动. 旋量系的阶数与该运动链所允许的运动自由度数等同.

在机器人学中, 机构的约束旋量系表示机构可通过力传递作用平衡掉

的所有外力的集合. 抓持旋量系由刚体的约束力旋量系构成, 无摩擦接触构

成一阶力旋量系, 有摩擦接触形成三阶力旋量系.

机构运动旋量系的互易旋量系由所有限制该运动副或运动链剩余运动

的力旋量构成. 这就形成了约束力旋量系. 本书后面章节将基于旋量系互易

性和约束旋量系的分解与分析, 以及本章定理与定义所构建的旋量系理论,

展示其在机构学与机器人学中的应用. 第七章将详细阐述这些旋量系的关

联关系, 第八章将阐述旋量系的零空间, 第九章提出旋量系的对偶性.

6.3.2 旋量系的集合运算

集合论的基本理论直到 19 世纪末才得以创立. 集合是集合论的研究对

象, 是现代数学的一个重要基本概念, 有如下定义.
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定义 6.5 集合是一组已定义的不同实体或几何体的组合. 若 x 是集

合 A 的元素, 记作 x ∈ A; 若 B 是 A 的子集, 记作 B ⊆ A.

定义 6.6 与旋量系 S 中所有旋量均互易的全部旋量的集合构成旋量

系 S 的互易旋量系 Sr, 表示为

Sr ≡ {Sr
1 , · · · ,Sr

6−n|((Sr
i ◦ Sj = 0, j = 1, · · · , n), i = 1, · · · , 6− n)

∀Sj , j = 1, · · · , n ∈ S} (6.47)

引理 6.2 旋量系及其互易旋量系的阶数有下列关系:

dimS+ dimSr = 6 (6.48)

式中, dimS 是旋量系 S 的阶数.

旋量系间的并和交分别表示为 S1 ∪ S2 和 S1 ∩ S2. 其相应子空间的并

的等价术语是线性和或张成, 表示为 S1 + S2. 如果两旋量系 S1、S2 不相交,

即 S1 ∩ S2 = ∅, 则其和称为直和, 表示为 S1 ⊕ S2. 直和是线性和在两子空间

不相交情况下的特殊形式.

定义 6.7 设 S1 与 S2 是 S的两个线性子空间,对于任意元素 α ∈ S1+S2,

若

α = α1 + α2, αi ∈ Si, i = 1, 2

是唯一的, 则称 S1 + S2 为 S1 与 S2 的直和, 记为 S1 ⊕ S2.

注释 6.2 直和是由群的集合而来, 这里应用到抽象代数, 推广到向量

空间和其他结构的直和.

定理 6.8 设 S1 与 S2 是 S 的线性子空间, 则下列的结论等价:

(1) S1 + S2 是直和;

(2) S1 ∩ S2 = ∅;

(3) dim (S1 + S2) = dimS1 + dimS2.
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6.3.3 旋量系转换定理与阶数定律

定理 6.9 旋量系并集的互易旋量系可以转换为互易旋量系的交集

(S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn)r = (Sr
1 ∩ Sr

2 ∩ · · · ∩ Sr
n) (6.49)

旋量系交集的互易旋量系可以转换为互易旋量系的并集

(S1 ∩ S2 ∩ · · · ∩ Sn)r = (Sr
1 ∪ Sr

2 ∪ · · · ∪ Sr
n) (6.50)

上述内容为旋量系转换定理,可以从 DeMorgan定理中导出. DeMorgan

定理由英国数学家和逻辑学家 Augustus DeMorgan提出 (Birkhoff和MacLane,

1997), 该定理包含并、交与分配运算. Dai、Huang 和 Lipkin (2006) 对其进行

了扩展, 其中互易取代了 DeMorgan 定理中的逆特性. 逆特性是一对与逻辑

算子有关的法则, 允许通过彼此求反表达联合和分离.

定理 6.10 两旋量系的阶数满足下述关系:

dim(S1 ∪ S2) = dimS1 + dimS2 − dim(S1 ∩ S2) (6.51)

上式称为阶数定律.

6.3.4 基本集

定义 6.8 基数是描述集合元素数目的自然数, 可表示为 card ( ).

定义 6.9 旋量系 S的基本集是由一组可以张成旋量系 S的线性无关的

旋量构成的集合.旋量系基本集的旋量数目称为旋量系的基数,记为 card {S}.
旋量系的基本集的基数与旋量系阶数相等, 即 card {S} = dimS.

定义 6.10 旋量系逻辑运算为通常的集合运算.

必须注意, 集合的并与交与向量子空间的并与交不同. 例如, 如果两组

完全不同的基分别张成同样的子空间, 它们各自的子空间是全交的, 但它们

各自的基元素的集合不相交.

6.3.5 张成多重集

定义 6.11 多重集 (mset) 是一般化的集合, 可包含重复元素 (Knuth,

1981), 也称 “袋”, 记为 〈·〉.
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对于不含重合元素的集合2, 采用大括号 {·} 表示.

定义 6.12 张成多重集 〈S〉是旋量系 S的所有旋量的集合,其旋量数目

为基数, 表示为 card 〈S〉.

张成多重集的基数总大于或等于对应旋量系的阶数, 表示为 card 〈S〉 >
dimS. 在一个张成的多重集中, 旋量可以是重复的或线性相关的. 因此, 基

本集是张成多重集的特例, 为 card 〈S〉 > card {S}. 当张成多重集不含重复元
素时, 多重集即为普通的集合, 为 card 〈S〉 = card {S}.

定义 6.13 多重集并运算 ]是将两个多重集中的所有元素简单地合并,

形成一个新的多重集, 如

〈2, 2, 3〉 ] 〈1, 2, 3, 3〉 = 〈1, 2, 2, 2, 3, 3, 3〉 (6.52)

若没有元素重复, 多重集即为普通的集合, 多重集并运算 ] 转换为通常
的集合运算.

推论 6.7 给定多重集 〈S1〉 和 〈S2〉, 如果旋量 S 在 〈S1〉 中出现 n1 次,

在 〈S2〉 中出现 n2 次, 则旋量 S 将:

(1) 在 〈S1〉 ] 〈S2〉 中出现 n1 + n2 次;

(2) 在 〈S1〉 ∪ 〈S2〉 中出现 max(n1, n2) 次;

(3) 在 〈S1〉 ∩ 〈S2〉 中出现 min(n1, n2) 次;

(4) 在 〈S1〉 − 〈S2〉 中出现 max(n1 − n2, 0) 次.

6.4 旋量系的组合

在上节中, 式 (6.44) 给出了旋量系的定义以及旋量线性组合的代数表

示. 本节在此基础上研究合成旋量在何种条件下能成为具有零旋距的旋量,

即合成线矢量.

2目前对于具有重复元素的集合有两种定义. 本书采用最新和最明晰的定义, 即集合
中没有重复元素, 这就避免了与具有重复元素的多重集的混淆. 在较含蓄的一些老教材
中, 集合中会含有重复元素, 但它们的重复性可以忽略, 如 {1, 1, 2} = {1, 2}.
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6.4.1 合成旋量为线矢量的条件

定理 6.11 n 个旋量的合成旋量为线矢量的充分必要条件是

hnu =
α2

1

2
S1 ◦ S1 +

α2
2

2
S2 ◦ S2 + · · ·+ α2

n

2
Sn ◦ Sn

+α1α2S1 ◦ S2 + · · ·+ α1αnS1 ◦ Sn + α2α3S2 ◦ S3 + · · ·
+α(n−1)αnS(n−1) ◦ Sn = 0 (6.53)

式中, αi (i = 1, 2, · · · , n) 是 n 个旋量的组合系数, 为

S = α1S1 + α2S2 + · · ·+ αnSn (6.54)

证明 设有一旋量系为

Si =

(
si

si0

)
, i = 1, · · · , n (6.55)

它们的组合为式 (6.54), 合成旋量的旋距为

h =
(α1s1 + α2s2 + · · ·+ αnsn) · (α1s10 + α2s20 + · · ·+ αnsn0)
(α1s1 + α2s2 + · · ·+ αnsn) · (α1s1 + α2s2 + · · ·+ αnsn)

(6.56)

该旋距的分子为

hnu = (α1, α2, · · · , αn)




sT
1

sT
2

...

sT
n




[s10, s20, · · · , sn0]




α1

α2

...

αn




= (α1, α2, · · · , αn)




sT
1 s10 sT

1 s20 · · · sT
1 sn0

sT
2 s10 sT

2 s20 · · · sT
2 sn0

...
...

...

sT
ns10 sT

ns20 · · · sT
nsn0







α1

α2

...

αn




(6.57)

令上式为零,即式 (6.53)成立,则合成旋量即为线矢量. 由此,充分性得证. 若

合成旋量为线矢量, 则式 (6.57) 为零从而得到式 (6.53). 必要性得证.

定理 6.12 若由一组相互互易旋量构成的协互易系中所有旋量均退化

为线矢量, 则该组旋量合成后仍为线矢量.
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证明 1 若 n 个旋量为协互易旋量系, 即旋量间互易, 式 (6.53) 可写为

hnu =
α2

1

2
S1 ◦ S1 +

α2
2

2
S2 ◦ S2 + · · ·+ α2

n

2
Sn ◦ Sn

= α2
1h1 + α2

2h2 + · · ·+ α2
nhn (6.58)

若所有的旋量均退化为线矢量, 则这几个旋量自互易, 旋距均为零, 可

得合成旋量旋距的分子 hnu = 0, 即合成后得到线矢量. 定理得证.

证明 2 若旋量系中的所有旋量均退化为线矢量, 则式 (6.57) 可以表

示为

hnu = (α1, α2, · · · , αn)




0 sT
1 s20 · · · sT

1 sn0

sT
2 s10 0 · · · sT

2 sn0

...
...

...
...

sT
ns10 sT

ns20 · · · 0







α1

α2

...

αn




合成旋量旋距的分子可以简化为

hnu = α1α2S1 ◦S2 + · · ·+α1αnS1 ◦Sn +α2α3S2 ◦S3 + · · ·+α(n−1)αnS(n−1) ◦Sn

(6.59)

由于它们各自互易并相互互易, 上式为零, 其合成旋量即为线矢量. 定

理得证.

6.4.2 二阶旋量系的组合

定理 6.13 两相交的旋量组合为线矢量的充分条件是两旋量的旋距互

为相反数, 组合系数满足 α1 = ±α2.

证明 给定两个旋量 S1 和 S2, 旋量的组合可以写为

S = α1S1 + α2S2 (6.60)

合成旋量 S 的旋距为

h =
(α1s1 + α2s2) · (α1s10 + α2s20)
(α1s1 + α2s2) · (α1s1 + α2s2)

(6.61)

合成旋量的旋距的分母为

hd = α2
1 + α2

2 + 2α1α2s1s2 (6.62)
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由于两旋量相交不平行, 可知 |s1 · s2| 6= 1, 从而 hd 6= 0. 合成旋量的旋距的分

子可以由二者的组合得到

hnu = (α1s1+α2s2)·(α1s10+α2s20) = α2
1h1+α2

2h2+α1α2(s1 ·s20+s2 ·s10) (6.63)

若两旋量的旋距互为相反数, 可得两旋量的互易积为

S1 ◦ S2 = s1s20 + s2s10 = (h1 + h2) cos ϕ− d sinϕ = 0

此时式 (6.63) 退化为

hnu = α2
1h1 + α2

2h2 (6.64)

由此两旋量的旋距互为相反数, 且满足 α1 = ±α2, 可知 α2
1h1 + α2

2h2 = 0, 故

合成旋量的分子 hnu = 0, 从而两旋量合成为线矢量. 定理得证.

6.4.3 零旋距的三阶旋量系的组合

给定三个线性无关的线矢量,式 (6.54)给出了由它们的组合构成的合成

旋量, 其旋距的分子为

hnu = (α1s1 + α2s2 + α3s3) · (α1s10 + α2s20 + α3s30)

= α1α2S1 ◦ S2 + α1α3S1 ◦ S3 + α2α3S2 ◦ S3

= −α1α2d12 sin θ12 − α1α3d13 sin θ13 − α2α3d23 sin θ23 (6.65)

式中, dij 表示两个旋量 Si 和 Sj 轴线的垂直距离; θij 表示两个轴线的夹角.

上式说明如果三个线矢量协互易, 则以这些线矢量为基的合成旋量也是线

矢量. 当旋量均具有零旋距时, 即得到该情况, 见定理 6.12.

定理 6.14 三个线矢量的合成旋量具有零旋距的充分条件是三个线矢

量协互易, 或者共面, 或者共点.

证明 1 假设三个线矢量中任意两个线矢量相交, 不失一般性, 设 S1 ◦
S2 = 0, 可得到下式:

hnu = α1α3s1 · s3 × (r1 − r3) + α2α3s2 · s3 × (r2 − r3) (6.66)

由于 S1 和 S2 相交,则可选择相同的位置向量为 r1 和 r2,因而上式可以写为

hnu = s3(α1α3s1 + α2α3s2)× (r3 − r2) (6.67)
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因此, 若三个线矢量共点, 则 r3 和 r2 相等, hnu = 0, 合成旋量成为线矢

量; 若三个线矢量共面, 则向量 r3、α1α3s1 + α2α3s2 与向量 r3 − r2 共面, 混

合积为零, 所以 hnu = 0, 合成旋量亦成为线矢量; 若三个旋量相互平行, 则

式 (6.66) 依然成立, 可改写为

hnu = α1α3s1 × s3 · (r1 − r3) + α2α3s2 × s3 · (r2 − r3)

易知 hnu = 0; 当三个线矢量协互易时, 由式 (6.65) 易知合成旋量的旋距

为零. 所以, 三个线矢量的合成旋量具有零旋距的条件是三个线矢量互易,

或者共面, 或者共点 (这里, 相互平行等同于在无穷远处共点). 定理得证.

证明 2 可进一步证明该定理, 如下所示. 给定三个不同的具有零旋距

的旋量, 合成旋量的旋距为

hnu = (α1s1 + α2s2 + α3s3) · (α1s10 + α2s20 + α3s30) (6.68)

假设其中两个共面, 不失一般性, 设 S1 和 S2 共面, 则上式变为

hnu = α1α3s1 · s3 × (r1 − r3) + α2α3s2 · s3 × (r2 − r3) (6.69)

假设三个位置矢量共线且有下列关系:

r1 − r3 = r2 − r3 (6.70)

这就给出了下式:

hnu = (α1α3s1 +α2α3s2) ·s3× (r1−r3) = α3(α1s1 +α2s2) ·s3× (r1−r3) (6.71)

上式为零的条件是: r1 = r2 = r3, 或三个旋量共面.

6.4.4 零旋距的四阶旋量系的组合

定理 6.15 四个线矢量合成为线矢量的充分条件是四线矢量共点, 或

者共面, 或者平行.

证明 给定四个线性无关的线矢量 Si (i = 1, 2, · · · , 4), 其合成旋量的旋

距的分子为

hnu = α1α2S1 ◦ S2 + α1α3S1 ◦ S3 + α1α4S1 ◦ S4 + α2α3S2 ◦ S3

+α2α4S2 ◦ S4 + α3α4S3 ◦ S4 (6.72)
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假设四个线矢量中有一对相交. 不失一般性, 令旋量 S3 和 S4 相交,

即 S3 ◦S4 = 0. 为了进一步简化论述,将原点变换到 S3 与 S4 的交点,即 r3 =

r4 = 0, 上述旋距的分子可写为

hnu = α1(α2s2 + α3s3 + α4s4) · r1 × s1 + α2(α1s1 + α3s3 + α4s4) · r2 × s2 (6.73)

因而 hnu = 0 的解的分析如下:

(1) 当四个线矢量共点时, 易知 r1 = r2 = 0, 此时 hnu = 0.

(2) 当四个线矢量共面时, 易知混合积 (α2s2 + α3s3 + α4s4) · r1 × s1

与 (α1s1 + α3s3 + α4s4) · r2 × s2 为零, 从而 hnu = 0

(3) 当四个线矢量相互平行时, 式 (6.73) 可改写为

hnu = α1s1 × (α2s2 + α3s3 + α4s4) · r1 + α2s2 × (α1s1 + α3s3 + α4s4) · r2

易知 s1×(α2s2+α3s3+α4s4) = 0且 s2×(α1s1+α3s3+α4s4) = 0,从而 hnu = 0.

综上, 定理得证.

进一步, 当 r1 × s1 = −r2 × s2、r1 = r2 以及 s1 = −s2 时, 四阶旋量系退

化为三阶旋量系. 上面的结论也可以从假设 S1 和 S2 相交得出. 这也同样引

出下列条件, 即 r3 × s3 = −r4 × s4、r3 = r4 以及 s3 = −s4. 定理得证.

综上所述, 两个线矢量合成为线矢量的充分条件是相交或者平行; 三个

线矢量为基的旋量系合成为线矢量的充分条件是共面或者共点; 四个线矢

量为基的旋量系合成为线矢量的充分条件是共点、共面或者平行.

6.4.5 广义方程与合成线矢量的构造

该问题可概括如下. 假设合成线矢量 S = (s, r × s) 可以从 n 个具有零

旋距的旋量中获得, 则式 (6.54) 可以写为

s = Juα (6.74)

r × s = Jdα (6.75)

式中

Ju = [s1, s2, · · · , sn] (6.76)

Jd = [s10, s20, · · · , sn0] (6.77)

α = (α1, α2, · · · , αn)T (6.78)
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将式 (6.74) 表示的 s 代入式 (6.75), 得

(AJu − Jd)α = 0 (6.79)

式中, A由式 (6.19)给定. 上式可以视为确定合成旋量是否为线矢量的准则.

如果 r 无解, 则从给定的一组旋量中不可能获得合成线矢量. 这就提出了构

造合成线矢量的广义方程.

如果 r 有如下解:

r = f(α) (6.80)

则该旋量系的组合就是具有零旋距的旋量即线矢量. 式 (6.79) 给出了

合成线矢量与组合系数的关系, 式 (6.80) 说明, 具有零旋距的合成旋量的位

置向量 r 与组合系数 αi 有关. 若 rankJu = 3, 可以得到下式:

A = Jdα(JuααTJT
u )−1 (6.81)

例 6.1 如图 6.4所示,给定两个具有零旋距的旋量,S1 = (1, 0, 0, 0, 0, 1)T,

S2 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T, 可得下式:

S = α1S1 + α2S2 (6.82)

图 6.4 具有零旋距的两旋量合成的几何解释

由式 (6.79), 可得 


α2ry

α1rz − α2rx

−α1ry


 =




0

0

α1


 (6.83)
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因此, r 无解. 从上述由旋量 S1 和 S2 构造的二阶旋量系中获得的合成

旋量是非零旋距的旋量. 用 S′2 = (0, 0, 1,−1, 0, 0)T 代替图 6.4 中的 S2, 可得



α2ry

α1rz − α2rx

−α1ry


 =



−α2

0

α1


 (6.84)

二阶旋量系的合成线矢量的位置向量 r 为

r = (0,−1, 0)T (6.85)

因此,由 S1 和 S′2 形成的合成旋量只要通过位置向量 r,就是线矢量,其

主部是两旋量主部的组合. 因此, 合成旋量表示如下:

S = s + εr × s (6.86)

式中

s = α1i + α2k (6.87)

上述求解的几何解释如图 6.4 所示. 由此, 以上理论可用来确定具有零

旋距的旋量系的合成旋量是否为线矢量. 若合成旋量为线矢量, 则可进一步

通过上述理论获得该合成线矢量.
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第七章 旋量系关联关系理论

旋量系理论在研究机构运动学与静力学及向量子空间方面起着重要的

作用. 旋量系间的关联关系是研究旋量系的集合与子空间运算的基础, 也

是在串联机构与并联机构综合以及运动与力分析中求解互易旋量系的基

础. Ball (1900) 研究了两旋量系的共有旋量, Waldron (1966) 则从接触几何学

的角度探索了两旋量系间的特殊关系. Gibson 和 Hunt (1990a, b) 以及 Rico

Martinez和 Duffy (1992)通过检验每个旋量系的互易基列举了旋量系与其互

易旋量系的关联关系. Dai 和 Rees Jones (2001) 提出了旋量系关联关系理论

以揭示旋量系与对应的互易旋量系之间的关联特性.

本章基于集合论讨论了旋量系与对应的互易旋量系的关联关系, 提出

了旋量系间关联关系的引理、定理及推论. 该理论可应用于一阶、二阶与三

阶旋量系及其对应的五阶、四阶与三阶互易旋量系.该理论也可用来预测互

易旋量系以及与所依存的旋量系的关联关系, 并通过选择旋量来设计系统,

以获得旋量系与其互易旋量系之间所希望的交集.

7.1 旋量系关联关系定理

7.1.1 旋量系与互易旋量系

旋量系 S 是可用一组线性无关的旋量的线性组合表示的所有旋量的集
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合, 也可表述为所有与一组线性无关旋量线性相关的旋量的集合. 互易旋量

系是所有与其依托的旋量系互易的旋量的集合.

引理 7.1 给定 n 阶旋量系 SA, 所有与该旋量系互易的旋量组成 6 − n

阶旋量系 SB . 反之, 所有与旋量系 SB 互易的旋量形成旋量系 SA.

引理 7.2 旋量成为旋量系与其互易旋量系的交集的必要条件是具有

零旋距或无穷大旋距, 此时该旋量为 Klein 二次曲面上的点.

该条件可以用来进一步推断该交集的特性, 并推导出 7.1.2 节关于旋量

系与其互易旋量系交集的充分必要条件.

引理 7.3 满足 Klein 型的二次型为零, 并与其所在旋量系的其他旋量

互易的旋量, 与该旋量系的互易旋量系是线性相关的, 即该旋量属于其所在

旋量系与其互易旋量系的交集.

定义 7.1 协互易旋量系由 k 个线性无关旋量 Si (i = 1, 2, · · · , k 6 6)组

成的旋量系, 当该 k 个旋量相互互易时, 该旋量系称为协互易旋量系.

推论 7.1 在协互易旋量系中, 如所有旋量为自互易, 即所有旋量 Klein

型的二次型为零, 则该协互易旋量系与其互易旋量系全交.

为了确定两个旋量系之间的关联关系, 必须首先确定两个旋量系的并

集与交集以及其阶数.

7.1.2 旋量系交集定理

在本书中, 旋量系表示为 S = {S1,S2, · · · ,Sn}, 其中 n 个旋量线性无关.

其互易旋量系表示为 Sr = {Sr
1 ,Sr

2 , · · · ,Sr
6−n}, 其中上标 r 表示与初始旋量

系互易的旋量.

Ball (1900) 指出, 旋量系及其互易旋量系的阶数理论可以用来判别某

一旋量是否属于其所在旋量系或该系的互易旋量系. 基于此, 定理 7.1 表述

如下.

定理 7.1 旋量与旋量系关联关系定理: n 阶旋量系 S 的 n 个线性无关

旋量的集合可用矩阵形式表示为

JS = [S1,S2, · · · ,Sn] (7.1)
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与其互易的 6− n 阶旋量系 Sr 的矩阵形式为

JSr = [Sr
1 ,Sr

2 , · · · ,Sr
6−n] (7.2)

由此旋量与旋量系及其互易旋量系的三个命题始终成立.

(1) 与旋量系 S 互易的旋量与互易旋量系 Sr 线性相关, 反之亦然. 这可

以表述为: 对旋量 S, 存在下式:

当且仅当 ST∆JS = 0T 时, S ∈ Sr (7.3)

(2) 与互易旋量系 Sr 互易的旋量与旋量系 S 线性相关, 反之亦然. 这可

以表述为: 对旋量 S, 存在下式:

当且仅当 ST∆JSr = 0T 时, S ∈ S (7.4)

(3) 旋量属于两旋量系交集的充分必要条件是该旋量与两旋量系均互

易. 这可以表述为, 对旋量 S, 存在下式:

当且仅当 ST∆JS = 0T,ST∆JSr = 0T 时, S ∩ Sr = {S|S ∈ S,S ∈ Sr} (7.5)

式中, ∆为对偶算子,由式(2.55)给出,其作用是对旋量主部和副部进行交换.

定理 7.1中的命题 (1)与 (2)可根据旋量互易与互易旋量系的定义证明,

下面仅给出定理 7.1 中命题 (3) 的证明.

证明 如果旋量 S 与旋量系 S 及其互易旋量系 Sr 旋量系均互易, 即

ST∆JS = 0T,ST∆JSr = 0T. 由 ST∆JS = 0T, 可知 S ∈ Sr; 同样由 ST∆JSr =

0T, 可知 S ∈ S. 所以 S ∈ Sr 且 S ∈ S, 即

S ∈ S ∩ Sr (7.6)

充分性得证.

下面证明必要性. 如果旋量 S ∈ S ∩ Sr, 则 S ∈ S 且 S ∈ Sr. 由 S ∈ S 可
知旋量 S 与旋量系 Sr 互易, 由 S ∈ Sr 可知旋量 S 与旋量系 S 互易. 所以旋

量 S 与旋量系 S 与 Sr 均互易, 从而可得 ST∆JS = 0T,ST∆JSr = 0T. 综上,

定理得证.

推论 7.2 f 阶旋量系为 n 阶旋量系与 6− n 阶互易旋量系交集的必要

条件是 f 阶旋量系为由自互易旋量组成的协互易旋量系.
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证明 设 f 阶旋量系由 f 个线性无关旋量 Si(i = 1, 2, 3)组成. 由于 f 阶

旋量系为 n阶旋量系与 6−n阶互易旋量系交集,不失一般性,设 f 阶旋量系

为 n阶旋量系的子集. 先检查 S1, 由定理 7.1可知, S1 与 n阶旋量系和 6− n

阶互易旋量系均互易, 且易知 S1 为自互易旋量. 由此, 旋量 S1 与 f 阶旋量

系中的 f − 1 个旋量互易并自互易. 同理, 旋量 Si 与 f 阶旋量系中的 f − 1

个旋量互易, 并自互易. 综上可得, f 阶旋量系中 f 个线性无关旋量 S 为自

互易旋量, 并相互互易, 即为协互易旋量系且所有旋量自互易. 定理得证.

7.1.3 旋量系关联关系定理

如果一个旋量是两个旋量系的交集, 那么两旋量系并集的阶数需要从

各旋量系的阶数和中减去该交集的阶数, 如式 (6.51). 基于此, 本书进一步提

出旋量系关联关系定理.

定理 7.2 旋量系关联关系定理 对于一个 n 阶旋量系 S 与其 6− n 阶

互易旋量系 Sr, 有下列三个命题成立.

(1) 若旋量系的基中不存在与该旋量系中所有旋量均互易的旋量 (含自

身), 则两旋量系不相交, 交集是空集, 即

S ∩ Sr = ∅ (7.7)

且并集的阶数是 6 (空交集).

(2)若旋量系的基中存在一个旋量与该旋量系中所有旋量互易 (含自身),

则该旋量张成的一阶旋量系 1S(1S ⊆ S) 为相应旋量系与其互易旋量系的交
集, 即

S ∩ Sr = 1S (7.8)

且两旋量系并集的阶数减少一维 (一维交集).

(3)若旋量系的基中存在 f 个旋量 Si(i = 1, 2, 3)与该旋量系中所有旋量

互易 (含自身), 则该 f 个旋量张成的 f 阶旋量系 fS 为相应旋量系与其互易

旋量系的交集, 即

S ∩ Sr = fS = {S1,S2, · · · ,Sf |S1,S2, · · · ,Sf ∈ S,S1,S2, · · · ,Sf ∈ Sr} (7.9)

且两旋量系并集的阶数减少 f 维 (多维交集).
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该关联关系定理适用于有限和无穷大旋距的旋量系. 可以通过研究一

个旋量系或者其互易旋量系中的旋量结构确定两个旋量系之间的关联关系.

为简单起见, 我们通常研究两旋量系中阶数较小的旋量系. 该定理按交集类

型分为三部分, 即空交集、一维交集与多维交集. 下面进行分别阐述和证明.

1. 空交集

证明 假设下述命题成立: 即存在旋量 S ∈ S与所属旋量系所有旋量互
易, 且交集为空集, 有下式:

ST∆JS = 0T (7.10)

由定理 7.1 中的命题 (3) 给出的充分必要条件可知 S 为两旋量的交集,

表示为

S ∈ S, S ∈ Sr

不难看出, 交集不为空集, 这与假设命题矛盾. 所以, 原命题为真. 定理得证.

因此, 式 (7.7)成立, 两旋量系交集为空集. 同时由式 (6.51)可知, 两个旋量系

并集的阶数为

dim (SA ∪ SB) = n + (6− n)− 0 = 6 (7.11)

至此, 如图 7.1a 所示, 两旋量系的关联关系为

S ∪ Sr = R6 (7.12)

定理第一部分得证.

2. 一维交集

证明 设旋量系的基中仅存在一个旋量 S 与该旋量系中所有旋量互

易, Si 为由旋量 S 张成的一阶旋量系 1S 中的任意一个旋量, 则 Si 可表示

为 λS, 因为 S 与旋量系 S 中所有旋量互易, 则 Si 与旋量系 S 中所有旋量互

易, 有

ST
i ∆JS = 0T

由定理 7.1 中的命题 (1) 可得 Si ∈ Sr, 从而 1S ⊆ Sr. 又因为 1S ⊆ S, 因此, 1S

为两旋量的交集. 同时由式 (6.51) 可知, 两个旋量系并集的阶数为

dim (SA ∪ SB) = n + (6− n)− 1 = 5 (7.13)
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图 7.1 旋量系的关联关系

如图 7.1b 所示, 两旋量系的关系为

S ∪ Sr = R5 (7.14)

定理第二部分得证.

注释 7.1 一维交集情况下, 上述旋量 S 为自互易旋量.

3. 多维交集

证明 不失一般性, 对旋量 Si(i = 1, · · · , f 6 3) 有下式:

ST
i ∆JS = 0T, (i = 1, · · · , f 6 3)

设旋量 S 为 f 阶旋量系 fS 中的任意一个旋量, 则 S 可表示为

S = λ1S1 + · · ·+ λfSf

进一步可得

ST∆JS = (λ1S1 + · · ·+ λfSf )∆JS

= λ1S1∆JS + · · ·+ λfSf∆JS

= 0T (7.15)
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由定理 7.1 中的命题 (1) 可得 S ∈ Sr, 从而 fS ⊆ Sr. 又因为 fS ⊆ S, 由此 fS

为两旋量系的交集. 同时由式 (6.51) 可知, 两个旋量系并集的阶数为

dim (SA ∪ SB) = n + (6− n)− f = 6− f (7.16)

如图 7.1c 所示, 两旋量系的关联关系为

S ∪ Sr = R6−f (7.17)

定理第三部分得证.

注释 7.2 多维交集情况下, 上述 f 个旋量 Si(i = 1, · · · , f 6 3) 为自互

易旋量.

7.2 一阶旋量系与其互易旋量系

7.2.1 一阶旋量系关联关系

推论 7.3 一阶旋量系成为其五阶互易旋量系子集的充分必要条件是

一阶旋量系为自互易旋量系.

证明 考虑由 S1 张成的一阶旋量系 1S, 其互易旋量系 1Sr 为五阶旋量

系,由 Sr
1 ,Sr

2 ,Sr
3 ,Sr

4 和 Sr
5 张成,即 1Sr = 5S = {Sr

1 ,Sr
2 ,Sr

3 ,Sr
4 ,Sr

5}. 如果 S1 是

自互易旋量, 则它与 1S 和 1Sr 均互易, 即 ST
1 ∆JS = 0T 且 ST

1 ∆JSr = 0T, 从

而可知其同时也属于五阶互易旋量系, 即 {1S|S1 ∈ 1S} ⊂ 1Sr, 由此充分性得

证. 进一步可知, 该旋量为两旋量系的交集, 这两旋量系的并集的阶数是 5,

其关联关系有如下形式:

1S ∩ 1Sr = {S1|S1 ∈ 1S,S1 ∈ 1Sr} (7.18)

因此
1S ∪ 1Sr = R5 (7.19)

反之, 如果 S1 不是自互易旋量, 则一阶旋量系 1S 就与其互易旋量系不

相交. 两旋量系的交集是空集, 并集的阶数是 6, 关系式如下:

1S ∩ 1Sr = ∅ (7.20)
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和
1S ∪ 1Sr = R6 (7.21)

下面证明必要性, 若 1S 为其互易旋量系 1Sr 的子集, 由定理 7.1, 则 S1 与旋

量系 1S 和 1Sr 均互易, 即 S1 为自互易旋量, 从而 1S 为自互易旋量系, 必要

性得证. 综上, 推论得证.

7.2.2 关联关系的识别

一阶旋量系与其五阶互易旋量系的关联关系一般由一阶旋量系的旋量

特性推导出, 这种作法往往比从五阶旋量系出发推导简洁.

例 7.1 图 7.2 中给出了一个受约束的立方体, 其五阶约束力旋量系可

表示为

5S =





W1 = (1, 0, 0, 0, 1, 1)T

W2 = (0, 0,−1, 1,−1, 0)T

W3 = (0,−1, 0,−1, 0,−1)T

W4 = (−1, 0, 0, 0, 1, 1)T

W5 = (0, 0, 1, 1,−1, 0)T





(7.22)

图 7.2 刚体抓持的约束与自由运动

为了完成五个力旋量的约束, 需添加下列反方向的合力以达到力封闭

W6 = (0, 1, 0,−1, 0,−1)T (7.23)

在这一约束下, 剩余自由运动旋量可表示为

T = (−0.577,−0.577, 0.577, 0, 0, 0)T (7.24)
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这形成了一阶旋量系, 与上述五阶力旋量系互易. 力旋量和运动旋量都采用

射线坐标,该坐标系由 2.5节中所述的空间射线坐标组成. 根据前述理论,可

以从一阶旋量系中识别这两个旋量系的关联关系. 由于运动旋量是自互易

的, 从推论 7.3 中可知, 该运动旋量对应的一阶旋量系是五阶约束力旋量系

的子集. 从代数运算角度容易证实该结论. Duffy(1990) 阐明了约束力旋量和

自由运动旋量并不总是占据整个六维向量空间.

旋量系间的关联关系可进一步通过具有非零旋距的旋量系得到检验.

在上述式 (7.22)中的五阶旋量系中,如果前两个旋量改为具有非零旋距的旋

量, 其表达式为 {
W ′

1 = (1, 0, 0, 1, 1, 1)T

W ′
2 = (1, 0,−1, 1,−1, 0)T

(7.25)

保持其余的力旋量相同, 由此与该变更后的旋量系互易的旋量为

T = (4, 3,−5,−2, 1,−1)T (7.26)

由推论 7.3 可知, 由于旋量 T 是自互易的, 因此构成其五阶旋量系的子

集. 此外, 该结论可通过由所有五个力旋量和运动旋量组成的矩阵的秩的代

数运算来证明.

例 7.2 图 7.3所示的 RPPRR型串联机器人. 每个转动副 R或移动副 P

(Hunt, 1978) 都由一旋量表示. 因此, 运动副轴线的五个旋量可表示为




S1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T

S2 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T

S3 = (0, 0, 0, cos θ, sin θ, 0)T

S4 = (cos θ, sin θ, 0, 0, 0, 0)T

S5 = (− sin θ cos γ, cos θ cos γ, sin γ, x sin θ sin γ,−x cos θ sin γ, x cos γ)T

(7.27)

这五个旋量线性无关构成了五阶旋量系. 与该五阶旋量系互易的力旋

量表示为

S = (− sin θ, cos θ, 0,−x sin θ tan γ, x cos θ tan γ, 0)T (7.28)

这就形成了与五阶旋量系互易的一阶旋量系. 因为具有旋距 x tan γ (当

x 6= 0 和 tan γ 6= 0), 从推论 7.3 中可知, 该一阶旋量系显然与五阶旋量系不

相交. 这也可由上述六个旋量组成的矩阵非奇异进行验证.
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图 7.3 机器人中的五阶旋量系

7.3 二阶旋量系与其互易旋量系

考虑二阶旋量系 2S = {S1,S2},与该旋量系中的旋量互易的旋量形成四
阶旋量系, 表示为 4S = 2Sr = {Sr

1 ,Sr
2 ,Sr

3 ,Sr
4}. 两个旋量系的相互关系取决

于任意一个旋量系中旋量的特征. 为简单起见, 我们检验二阶旋量系中旋量

的特征.

如定理 7.2 所示, 二阶旋量系存在三种情况, 即二阶旋量系的基中无旋

量、一个旋量或两个旋量与所在旋量系互易.

7.3.1 空交集

若二阶旋量系的基中不存在与该旋量系中所有旋量互易的旋量, 由定

理 7.2, 两旋量系的交集为空集, 即该二阶旋量系与其互易旋量系不相交, 其

关联关系式表示如下:

2S ∩ 2Sr = ∅ (7.29)

2S ∪ 2Sr = R6 (7.30)

例 7.3 Rico Martinez和 Duffy (1992b)使用下列旋量系来表示一种旋量

系类型与其互易旋量系间的关联关系, 这一特殊二阶旋量系为

2S =

{
S1 = (1, 0, 0, hf , 0, 0)T

S2 = (0, 1, 0, 0, hf , 0)T

}
(7.31)

该二阶旋量系与其对应的四阶互易旋量系 2Sr 的关联关系可以通过定

理 7.2得到. 尽管这两个旋量互易,但并不自互易,即 ST
1 ∆JS 6=0T和 ST

2 ∆JS 6=
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0T. 因此, 两旋量系 2S 和 2Sr 不相交.

例 7.4 图 7.4 给出了圆柱副 C 的约束与自由度, 其约束力旋量形成了

一个四阶旋量系, 表示为




W1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T

W2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0)T

W3 = (0, 0, 0, 1, 0, 0)T

W4 = (0, 0, 0, 0, 1, 0)T





(7.32)

与上述旋量系互易的两个运动旋量形成了二阶旋量系, 表示为
{

T1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T

T2 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T

}
(7.33)

图 7.4 四阶约束力旋量系与互易的二阶运动旋量系

尽管这两个运动旋量自互易, 但相互之间不存在互易关系, 因此该二阶

运动旋量系与四阶约束力旋量系不相交. 两旋量系并集的阶数是 6.

7.3.2 部分交集

本小节研究二阶旋量系的基中包含一个与该旋量系中其他旋量均互易

的自互易旋量的情况. 不失一般性, 假设旋量 S1 与该旋量系其他旋量互易,

且自互易, 由定理 7.2 可知, S1 与两旋量系同时互易, 即 S1 为两旋量系的交

集, 其关联关系式表示如下:

2S ∩ 2Sr = {S1|S1 ∈ 2S,S1 ∈ 2Sr} (7.34)
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2S ∪ 2Sr = R5 (7.35)

例 7.5 将 7.3.1 节式 (7.31) 中旋距为 hf 的旋量 S2 改为 S2′ = (0, 1, 0, 0,

0, 0)T. 此时由 S1 和 S2′ 组成的二阶旋量系 2′S 与其互易的四阶旋量系 2′Sr

的关联关系也发生改变. 由于修改后的 S2′ 为自互易旋量, 且与 S1 互易, 因

此 ST
2′∆JS = 0T. 由定理 7.2, S2′ 为两旋量系的交集. 由此两旋量系 2′S和 2′Sr

并集的阶数是 5, 关系式如下:

2′S ∩ 2′Sr = {S2′ |S2′ ∈ 2′S,S2′ ∈ 2′Sr} (7.36)

2′S ∪ 2′Sr = R5 (7.37)

与 Rico Martinez 和 Duffy (1992b) 对每一旋量系逐一得出的交并集结论

比较, 上述由定理 7.2 得出的交并集结论具有统一性.

7.3.3 全交集

全相交为二阶旋量系自身特性的第三种情况. 在这种情况下, 二阶旋量

系 2S 是协互易旋量系. 该旋量系中有两个线性无关的旋量彼此互易且自互

易, 即 ST
1 ∆JS = 0T 且 ST

2 ∆JS = 0T, 则

2S ∩ 2Sr = {S1,S2|S1,S2 ∈ 2S,S1,S2 ∈ 2Sr} = 2S (7.38)

因而旋量并集是
2S ∪ 2Sr = R4 (7.39)

这种关联关系在互易旋量出现之前就得到了预测. 下面给出一个约束与自

由运动分析的例子.

例 7.6 如图 7.5 所示, 一个圆柱体受到由三个力旋量构成的二阶旋量

系的约束作用.

这三个力旋量为 {
W1 = (0, 1, 0, 0, 0, 0)T

W2 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T
(7.40)

和

W3 = λ1W1 + λ2W2 (7.41)
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图 7.5 圆柱体的二阶约束旋量系

式中, 力旋量 W3 是力旋量 W1 和 W2 的线性组合. 与三个力旋量构成的二

阶旋量系互易的运动旋量形成了四阶旋量系. 因为该二阶旋量系中的力旋

量 W1 和 W2 彼此互易且自互易, 所以从定理 7.2 可推断出, 这两个力旋量

形成的旋量系是它的四阶互易运动旋量系的子集. 这可通过下面的与其互

易的运动旋量证明, 四个互易运动旋量为





T1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T

T2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0)T

T3 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T

T4 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T

(7.42)

显然, 前述三个力旋量构成的二阶旋量系是上述由四个运动旋量构成的四

阶旋量系的子集, 同时为两旋量系交集.

7.3.4 协互易旋量系

7.3.3节给出的例子说明一个四阶旋量系可以包含一个与其互易二阶旋

量系. 该结论可以拓展如下.

推论 7.4 关于协互易旋量系与其互易旋量系, 有以下命题成立:

(1) 由自互易旋量组成的协互易旋量系与其互易旋量系全交;

(2) 若由自互易旋量组成的协互易旋量系的阶数为 3, 则其对应的互易

旋量系也是协互易旋量系.
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证明 给定一个由自互易旋量组成的协互易旋量系 Sco = {S1,S2, · · · ,

Sf}, 其互易旋量系为 Sr
co = {Sr

1 ,Sr
2 , · · · ,Sr

6−f}. 不失一般性, 假设 f 6 3. 从

协互易旋量系的特征可知 JT
Sco

∆JSco
= 0, 又由 JT

Sco
∆JSr

co
= 0, 由定理 7.2 可

得 Sco ∩ Sr
co = Sco. 推论第一部分得证.

当 n = 3时,两旋量系全交. 假设推论 7.4中第二部分关于 3阶协互易旋

量系的陈述为假命题, 即在互易旋量系中存在旋量不与该旋量系互易. 不失

一般性,假设该旋量是 Sr
1 ,则 SrT

1 ∆JSr
co
6= 0T,即 Sr

1 /∈ Sco,从而 Sr
1 6= Sco∩Sr

co,

这与推论第一部分关于两个旋量系全交集的陈述矛盾. 因此, 在对应的互易

旋量系中, 任意旋量均与该旋量系互易, 即对应的互易旋量系为协互易旋量

系. 由此, 推论第二部分得证.

以上关联关系理论可以用来指导所有旋量系与其对应的互易旋量系的

关联关系. 由该理论得出的旋量系关联关系与 Gibson 和 Hunt (1990a, b) 列

举的每一个旋量系交集与并集的陈述是一致的.

7.4 三阶旋量系与其互易旋量系

与三阶旋量系 3S = {S1,S2,S3} 互易的旋量可构成另一个三阶旋量
系 3Sr = {Sr

1 ,Sr
2 ,Sr

3}. 根据三阶旋量系自身特性的不同, 两个旋量系关联

关系可分为下述四种情况.

7.4.1 空交集

若三阶旋量系 3S 中不存在与该旋量系中其他旋量互易并自互易的旋

量,则交集为空集,即旋量系 3S与互易旋量系 3Sr 不相交. 由此,两旋量系的

并集的阶数为 6, 其关联关系式可表示为

3S ∩ 3Sr = ∅ (7.43)

3S ∪ 3Sr = R6 (7.44)

7.4.2 一维交集

若三阶旋量系 3S 的基中存在一个自互易旋量与该旋量系中其他旋量

互易. 不失一般性, 假设旋量 S1 与 S2 和 S3 互易而且自互易, 则它与整个
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旋量系 3S 互易. 由定理 7.1 可知, 旋量 S1 也与 3Sr 互易. 因此, 它与两旋量

系 3S 和 3Sr 都线性相关, 是两旋量系的交集, 其关联关系式表示如下:

3S ∩ 3Sr = {S1|S1 ∈ 3S,S1 ∈ 3Sr} (7.45)

3S ∪ 3Sr = R5 (7.46)

下面给出一个例子说明应用定理 7.1 寻找一个旋量来构造上述三阶旋

量系.

例 7.7 本例的基本依据为 Gibson和 Hunt(1990b)给出的正则三阶旋量

系. 从给定的两个正则旋量 S1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T 和 S2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0)T, 要求

产生第三个旋量, 以保证该旋量系与其互易旋量系的交集为一维向量空间,

从而使得两旋量系并集的阶数为 5. 旋量 S1 和 S2 为协互易旋量且自互易,

由此第三个旋量除满足与 S1 及 S2 线性无关的条件外, 还只能与其中一个

旋量互易. 这样产生的第三正则旋量有以下两种可能:

S3 = (0, 0, 0, 1, 0, 0)T (7.47)

S3′ = (0, 0, 0, 0, 1, 0)T (7.48)

上述两种可能都满足下列条件: 形成一个三阶旋量系并产生两个旋量

系的交集. 如果选取旋量 S3 为第三个旋量, 则 S2 成为该旋量系与其互易

旋量系的交集, 两旋量系并集的阶数是 5. 如果选取旋量 S3′ 为第三个旋量,

则 S1 是两旋量系的交集, 其并集的阶数是 5.

7.4.3 多维交集

第三种情况, 三阶旋量系 3S 中存在两个线性无关的旋量与该旋量系互

易. 不失一般性, 假设旋量 S1 和 S2 彼此互易且自互易, 也与旋量 S3 互易.

此时旋量 S1 和 S2 构成两旋量系的交集, 两旋量关联关系表示如下:

3S ∩ 3Sr = {S1,S2|S1,S2 ∈ 3S,S1,S2 ∈ 3Sr} (7.49)

3S ∪ 3Sr = R4 (7.50)
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7.4.4 全交集

第四种情况, 旋量系 3S 中存在三个线性无关的旋量, 相互互易并且自

互易, 则该旋量系为协互易旋量系. 假设三个旋量 S1、S2 和 S3 是自互易旋

量, 又是相互互易的旋量. 由此, 两旋量系产生全交集. 由推论 7.4 可给出两

旋量系关联关系, 其表达式为

3S ∩ 3Sr = 3S (7.51)

3S ∪ 3Sr = R3 (7.52)

例 7.8 如图 7.6, 由在 z 轴方向的力和在 x− y 平面内的两个力偶施加

的约束力旋量为 



W1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T

W2 = (0, 0, 0, 1, 0, 0)T

W3 = (0, 0, 0, 0, 1, 0)T
(7.53)

上述旋量形成一个三阶旋量系. 与上述旋量互易的运动旋量为




T1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T

T2 = (0, 0, 0, 1, 0, 0)T

T3 = (0, 0, 0, 0, 1, 0)T
(7.54)

显然,因为三阶力旋量系是一个协互易基,两个旋量系全交,其并集阶数为三.

图 7.6 约束与运动旋量系的全交集

7.5 具有协互易基的旋量系

旋量系与其互易旋量系的关联关系理论给出了一种由已知旋量系获得

其互易旋量系的新方法. 给定一个 n 阶旋量系, 如果在其互易旋量系中存
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在 6− n 个线性无关的旋量, 彼此相互互易且满足 Klein 型的二次型为零, 则

该旋量系构成全交集. 因此, 基于上述线性无关的 6 − n 个旋量的其他旋量

均可以选作互易旋量, 这样就可以避免用较为复杂的代数法计算互易旋量.

特别地, 对于一个协互易旋量系, 如推论 7.4 所述, 由于两旋量系全交,

其互易旋量系可以直接从协互易旋量系中获得.

例 7.9 图 7.7 中给出了一组由三个线性无关的旋量来表示的串联机

器人.

图 7.7 协互易旋量系的物理解释

三个运动旋量表示为





T1 = (cos θ, sin θ, 0, 0, 0, 0)T

T2 = (cos θ, sin θ, 0,−l1 cos ϕ sin θ, l1 cos ϕ cos θ, 0)T

T3 = (cos θ, sin θ, 0,−(l1 cos ϕ + l2 cos ξ) sin θ, (l1 cos ϕ + l2 cos ξ) cos θ, 0)T

(7.55)

这三个运动旋量相互平行, 形成一个三阶旋量系. 该旋量系是一个协互易旋

量系且每个旋量自互易. 大多数情况需要计算得出与该旋量系互易的力旋

量系. 从推论 7.4 中可知, 与由自互易旋量组成的协互易运动旋量系互易的

力旋量系与该三阶旋量系全交. 由此运动旋量系与其互易的力旋量系并集

的阶数是 3. 因而, 与上述运动旋量互易的力旋量可以采用上述三阶旋量系

中旋量的组合得到, 唯一的要求是三个具有力幅值的旋量必须是线性无关



· 200 · 第七章 旋量系关联关系理论

的. 因而这三个力旋量可写为




W1 = (2 cos θ, 2 sin θ, 0,−l1 cos ϕ sin θ, l1 cos ϕ cos θ, l1 sinϕ)T

W2 = (3 cos θ, 3 sin θ, 0, 0, 0, 0)T

W3 = (cos θ, sin θ, 0,−(l1 cos ϕ + l2 cos ξ) sin θ, (l1 cos ϕ + l2 cos ξ) cos θ, 0)T

(7.56)

这两个旋量系是协互易旋量系并且全交.
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Klein和 Ball (1871)同时发现的互易旋量对旋量理论的发展和完善起到

了重要作用, 尤其是旋量及其互易旋量的几何关系为运动学和静力学的研

究提供了应用旋量的基础.

基于 Gram-Schmidt正交化, Sugimoto和 Duffy (1982)提出可通过代数方

法构造互易旋量. Gram-Schmidt 正交化提供了内积空间中的一组正交向量

以获得互易旋量, 该互易旋量是仿射空间中垂直于互补空间的正交基. 这一

过程应用了旋量的内积, 但 Kerr 和 Sanger (1989) 证明出采用该方法求得的

互易旋量仍具有不变性 (Duffy, 1990). 然而, Gram-Schmidt 正交化本身运算

量较大.互易旋量系在旋量系关联关系理论以及旋量系理论在机构学与机器

人学的应用中起着至关重要的作用, 这就要求从理论上解决如何高效地获

取给定旋量系的互易旋量系的问题. 本章对此进行深入研究与详细阐述, 基

于旋量系零空间构造理论提出了一种新的求取互易旋量系的代数方法 (Dai

和 Rees Jones, 2002).

本章从旋量系及其互易旋量系的代数关联开始, 通过分析由旋量系的

基组成的旋量矩阵的结构来研究旋量系的零空间. 一维零空间的结构可以

由与行空间 R(JT) 线性无关并与零空间相关的增广向量组成. 求得的一维

零空间实际上由系数矩阵增广行的代数余子式构成, 与坐标选取无关. 本章

由此提出了直接获得齐次线性方程组解的求解法则.



· 202 · 第八章 旋量系零空间构造理论

对于多维零空间,该求解法则可以通过旋量矩阵的移位分块、逐级增广

获得 k−n个基于代数余子式的零空间向量. 本章还研究该求解法则的精度

与效率, 并与 Gauss-Seidel 消元法进行比较. 同时进一步将该方法应用到旋

量代数中, 通过简洁的过程获得 R6 中以齐次线性方程形式出现的互易旋量

系. 在阐述中, 本章提供上述求解法则的严谨证明, 展示其在线性代数与机

构学中的应用.

8.1 旋量系零空间数学表示

基于由一组线性无关的旋量组成的旋量系 S 与其互易旋量系 Sr 的关

联关系, 可以得到零空间的数学公式, 用一组齐次方程式表述为



ST
1

ST
2

...

ST
n




∆[Sr
1 ,Sr

2 , · · · ,Sr
6−n] = 0 (8.1)

式中, 旋量系 S 与互易旋量系 Sr 为矩阵表示形式, 分别由 n 个旋量及 6− n

个互易旋量以列向量形式构成. ∆ 是式 (2.55) 的对偶算子, 其作用是将主部

即旋量的前三个元素和副部即旋量的后三个元素作交换. 因此, 旋量系的关

联关系可以表示为如下的线性方程组:

JB = 0 (8.2)

式中, J 为旋量系 S 的矩阵表示, B 为互易旋量系 Sr 在 ∆ 算子作用后的

矩阵表示, 0 是一个 n × (6 − n) 矩阵, 其所有元素为零. 更一般的情况下, J

是 n× k 矩阵, B 是 k× (k− n) 矩阵, 0 是 n× (k− n) 矩阵. 因此, 构造互易旋

量系的问题就转化为根据给定的旋量矩阵 J 来构造矩阵 B. 在线性代数范

畴中, 该问题就是获取矩阵 J 的零空间.

定义 8.1 n× k 矩阵 J 的零空间也称核,是齐次线性方程组 JB = 0所

有解向量的集合 B.

由此, 矩阵 B 中维数为 k 的 k − n 个列向量为解向量, 该 k − n 个列向

量构成了 k 维欧氏空间的线性子空间的基.
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一般来说, 零空间可以通过 Gauss-Seidel 消元法获得 (Strang, 1976), 但

该方法不够直接. Aitken (1939)的著作给出了求解齐次方程组的充分条件证

明. 由该书可以推导出,若矩阵的秩 r 小于方程的个数 n,一维零空间元素的

代数余子式1可以作为齐次方程的解. 当矩阵的秩与方程的个数相同时, 或

者当方程数小于矩阵的秩时, Dai (1993) 提出通过引入旋量矩阵的仿射增广

向量来构造零空间. 该增广向量由矩阵的代数余子式组成, 基于此可由五个

给定旋量获得互易旋量. 在 2002 年, Dai 和 Rees Jones (2002) 提出矩阵移位

分块与逐级增广的概念, 并给出了可直接用于求解互易旋量系的零空间构

造理论. 该理论提出了求解旋量系多维零空间的求解法则, 并给出了求解齐

次方程组的法则.

为方便后续章节阐述矩阵行空间、列空间与零空间等概念,以下给出引

理与推论.

引理 8.1 行满秩的 n×k矩阵 J 的行空间 R(JT) ⊂ Rk 和零空间 N(J) ⊂
Rk 有如下维数关系:

dimR(JT) = n

且 dimR(JT) + dimN(J) = k

推论 8.1 行空间 R(JT)和零空间 N(J)构成正交互补关系,即 R(JT) =

(N(J))⊥.

引理 8.2 列满秩的 n×k矩阵 J 的列空间 R(J) ⊂ Rn和左零空间 N(JT)

⊂ Rn 有如下关系:

dimR(J) = k

且

dimR(J) + dimN(JT) = n

推论 8.2 列空间 R(J) 和左零空间 N(JT) 构成另一对正交互补关系,

即 R(J) = (N(JT))⊥.

注释 8.1 上述零空间给出了列组合的定义, 即 Jb; 而左零空间给出了

行组合的定义, 即 bTJ .
1余子式 (又称余因子) 是指将矩阵 J 的某些行与列去掉之后所余下的方阵的行列式.

相应的方阵称为余子阵. 将方阵 J 的一行与一列去掉之后所得到带有正负号的余子式
称为代数余子式.
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以上给出了以旋量系矩阵表示为系数矩阵的四个基本空间及其相互关

联关系.但需要注意,上述正交互补关系是在引入对偶算子 ∆之后的正交互

补 (Dai, 1993), 即据式 (8.2) 求出的互易旋量为轴线坐标形式.

8.2 构造一维零空间的矩阵增广法

考虑构造含有 k 个未知数和 n 个方程的齐次线性方程组的零空间, 其

中 k − n = 1. 若系数矩阵为式 (8.1) 的旋量系, 则 k = 6, 由此该齐次线性方

程组可表示为

Jb = 0 (8.3)

式中, 矩阵 J 是由旋量系 S 的基构成的 n × k 矩阵, 以行向量表示, 即 J =

[v1,v2, · · · ,vn]T, 其中 v1,v2, · · · ,vn 是列向量; b是矩阵 J 零空间的具有 k 个

未知数的解向量. 在 Rk 中, 行空间 R(JT) 和零空间 N(J) 构成正交互补关

系, 即 R(JT) = (N(J))⊥.

假设 n = r,其中 r是矩阵 J 的秩,也是行空间 R(JT)的维数,则当 n = k

时, 零空间 N(J) 只有零解, 当 n < k 时, 零空间为 k − n 维.

特别地, 若零空间 N(J) 为一维空间, 即 k − n = 1, 则可以构造一个与矩

阵 J 其他行向量线性无关的行向量 va 作为增广向量, 可表示为

va = ((−1)r+2 detJc1, (−1)r+3 detJc2, · · · , (−1)r+j+1

det Jcj , · · · , (−1)r+k+1 det Jck)T (8.4)

式中, Jcj 是消去第 j 列 (j = 1, · · · , k) 后的矩阵 J 的子矩阵. 由此得到由新

向量 va 增广的 (r + 1) × (r + 1) 增广矩阵 Ja. 为了说明该增广行的独立性,

矩阵 Ja 的行列式可展开如下:

‖Ja‖ = ‖Jc1‖2 + ‖Jc2‖2 + · · ·+ ‖Jcj‖2 + · · ·+ ‖Jck‖2 (8.5)

列空间 R(J) 的维数与矩阵 J 的秩 r 相等, 因此, 矩阵 J 实际上有 r 个

线性无关的列向量, 式 (8.5) 中的行列式中至少有一个不为零. 这就说明了

由增广向量增广的矩阵非奇异, 因而该向量与行空间 R(JT) 线性无关.
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8.3 一维零空间的代数余子式法

定理 8.1 若齐次线性方程组含有 k 个未知数和 n 个方程, 其系数矩阵

的秩为 r = n, 且 k − n = 1, 则通过系数矩阵的增广行向量的代数余子式可

构造其一维零空间, 该零空间具有不变性. 一维零空间的表达式为

b = γ




(−1)r+2 ‖Jc1‖
(−1)r+3 ‖Jc2‖

...

(−1)r+j+1 ‖Jcj‖
...

(−1)r+k+1 ‖Jck‖




(8.6)

其中 γ 为自由参数.

证明 零空间是行空间 R(JT) 的正交补集, 增广向量 va 与 N(J) 相关.

因此, 一维零空间向量与增广向量 va 的标量积不为零. 假设标量积是 γ,

式 (8.3) 可以增广为

Jab = Γ (8.7)

式中

Ja = [v1,v2, · · · ,vn,va]T

Γ = (0, 0, · · · , 0, γ)T (8.8)

式中, Γ 是包含 r + 1 个元素的向量, 除了最后一个元素为 γ 外, 其余元素均

为零.

由此, 一维零空间可以表示为

b′ = J−1
a Γ =

adjJa

‖Ja‖ Γ (8.9)

式中

adjJa =




· · · · · cofsk1

...
...

...
...

· · · · · cofskj

...
...

...
...

· · · · · cofskk
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式中, cofskj (j = 1, 2, · · · , k)是矩阵 Ja 中的增广行中 k 个元素的代数余子式.

同时可以看出, 伴随矩阵 adjJa 的代数余子式的最后一列是子矩阵 Jcj 的符

号行列式向量. 进一步简化可以获得

b′ =
γ

‖Ja‖




(−1)r+2 ‖Jc1‖
(−1)r+3 ‖Jc2‖

...

(−1)r+j+1 ‖Jcj‖
...

(−1)r+k+1 ‖Jck‖




(8.10)

由于零空间为一维空间, 上式可写为式 (8.6). 定理得证.

可以看出, 以上结果具有不变性, 不因选取的增广行不同而不同. 其结

果只取决于子矩阵的符号行列式, 该子矩阵是由依次去掉矩阵 J 的一列的

方法构造而成.

上述一维零空间采用代数余子式法来构造而来, 与 Gauss-Seidel 消元法

相比较, 过程更为简洁.

例 8.1 定理 8.1给出的一维零空间构造方法可通过下列含有三个未知

数与两个方程的线性方程组来表示:

{
2x1 + x2 + 5x3 = 0

x1 − 3x2 + 6x3 = 0
(8.11)

根据定理 8.1 和式 (8.6), 可得该方程组的解为




x1

x2

x3


 = γ




∣∣∣∣∣
1 5

−3 6

∣∣∣∣∣

−
∣∣∣∣∣
2 5

1 6

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
2 1

1 −3

∣∣∣∣∣




= γ




21

−7

−7


 (8.12)
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再用 Gauss-Seidel 消元法 (Harfield 和 Hobbs, 1987) 来求解上述方程, 其求解

过程如下:

[
2 1 5

1 −3 6

]
R2→R2−R1÷2−−−−−−−−−−→


2 1 5

0 −7
2

7
2


 R2→− 2

7R2−−−−−−−→
[

2 1 5

0 1 −1

]

R1→R1−R2−−−−−−−−→
[

2 0 6

0 1 −1

]

式中, R1、R2 分别表示矩阵的第一行和第二行. 由此, 式 (8.11) 变为

{
2x1 + 6x3 = 0

x2 − x3 = 0
(8.13)

该方程组表明 x3 为自由变量,可以任意取值.赋 x3 的值为 −7λ,其结果

与应用定理 8.1 得出的式 (8.12) 一致. 显而易见, 代数余子式法更简洁. 本章

在 8.8 节将进行更多的对比分析.

上述方法也可以直接用来构造互易旋量, 这就导出下一节的推论 8.3.

8.4 五阶旋量系零空间的代数余子式法

8.4.1 旋量系的增广

推论 8.3 给定一组 f 个线性无关的旋量 S1,S2, · · · ,Sf , 与其互易的旋

量 Sr 可由下式给出:

J∆Sr = 0 (8.14)

式中, J = [S1,S2, · · · ,Sf ]T; Si = (li,mi, ni, pi, qi, ri)T; Sr = (lr,mr, nr, pr, qr,

rr)T. 在以下分析中, r 等于 f . 由上式可得




ST
1

ST
2

...

ST
f







pr

qr

rr

lr

mr

nr




= 0 (8.15)
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显然, 若 f = 6, 不存在互易旋量; 若 f = 5, 仅有一个互易旋量, 可以通

过重新组合上式获得一维零空间.

Dai (1993) 引入了一个新旋量来增广 (8.14) 式中的矩阵 J , 使得获得互

易旋量的过程较为简洁. 新的增广旋量可以构造为

Sa = (−detJc1,detJc2,−detJc3,detJc4,−detJc5,detJc6)T (8.16)

式中, Jcj 是去掉式 (8.14) 中矩阵 J 的第 j 列后的子矩阵. 由于五个旋量线

性无关,上述增广向量可以确保 6× 6矩阵为非奇异矩阵,式 (8.14)可进一步

表示为

Ja∆Sr = Γ

式中, Γ 和增广矩阵 Ja 由式 (8.8) 给出, 其最后一行由增广向量 Sa 构成. 该

增广行可以选取与五阶旋量系线性无关的任意向量. 从下文可以看出, 这一

增广旋量的选取不影响所求互易旋量的结果.

以旋量 Sa 为最后一行增广的矩阵 Ja 可以表示为



l1 m1 n1 p1 q1 r1

l2 m2 n2 p2 q2 r2

l3 m3 n3 p3 q3 r3

l4 m4 n4 p4 q4 r4

l5 m5 n5 p5 q5 r5

−detJc1 detJc2 −det Jc3 detJc4 −det Jc5 det Jc6







lr

mr

nr

pr

qr

rr




=




0

0

0

0

0

γ




(8.17)

由于六个旋量线性无关, 因此式 (8.7) 成立, 由式 (8.4) 得出的最后一行

对矩阵的增广可以保证上述 6 × 6 系数矩阵为非奇异矩阵, 这可由式 (8.5)

证实.

8.4.2 互易旋量系的构造

互易旋量 Sr 可以通过式 (8.9) 获得, 为

∆Sr = J−1
a

(
0

γ

)
(8.18)

式中的 J−1
a 有下列形式:

J−1
a =

adjJa

det Ja
(8.19)
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式中, adjJa =




∗ ∗ · · · α6.1

...
...

...
...

∗ ∗ · · · α6,5

∗ ∗ · · · α6,6




且 α6,i(i = 1, 2, · · · , 6) 是矩阵 Ja 的伴随矩阵的代数余子式.

α6,i =

{
−det Jci, i = 1, 3, 5

det Jci, i = 2, 4, 6
(8.20)

该代数余子式不会因为选择增广矩阵 Ja 不同的增广行 (即最后一行)

而不同. 因而式 (8.18) 有如下形式 (Dai, 1993):

Sr =
γ

detJa
(α6,4, α6,5, α6,6, α6,1, α6,2, α6,3)T (8.21)

由上可见, Jacobian矩阵的代数余子式在几何和旋量系的研究中有着巨大的

应用潜力.

式 (8.21) 中的互易旋量解 Sr 由旋量及其幅值两部分组成. 显然, 互易

旋量与矩阵 Ja 中的增广行线性无关. 该解中唯一与增广行相关的是其幅

值 det Ja. det Ja 和 γ 都包含了互易旋量 Sr 的幅值. 但是, 旋量为射影李代

数 se(3) 的元素, 因此通常为单位旋量, 是五维射影空间元素. 所以旋量本身

不考虑幅值, 为六维单位向量. 因此, 不考虑幅值的互易旋量可以表示为

Sr = (α6,4, α6,5, α6,6, α6,1, α6,2, α6,3)T (8.22)

由该式获得的互易旋量与增广矩阵 Ja 最后一行的选择是无关的 (Dai

和 Rees Jones, 2002). 通过上述式子, 可以很容易获得互易旋量. 该旋量及与

其互易的五阶旋量系的关联关系可通过检验该旋量是否自互易确定.

推论 8.4 若给定五个线性无关的旋量, 则通过以这些旋量为行向量构

建的旋量组合矩阵 J 可获得互易旋量 Sr, 为

Sr = (‖Jc4‖ ,−‖Jc5‖ , ‖Jc6‖ ,−‖Jc1‖ , ‖Jc2‖ ,−‖Jc3‖)T (8.23)

互易旋量的主部 (前三个元素) 和副部 (后三个元素) 可以从式 (8.6) 得

出, 通过式 (2.55) 中的对偶算子 ∆ 进行互换.
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例 8.2 图 8.1中给出了 RPPRR型串联机器人的机构运动简图,其五个

转动副和移动副的运动旋量可表示为




S1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T

S2 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T

S3 = (0, 0, 0, cos θ, sin θ, 0)T

S4 = (cos θ, sin θ, 0, 0, 0, 0)T

S5 = (− cos γ sin θ, cos γ cos θ, sin γ, d sin γ sin θ,−d sin γ cos θ, d cos γ)T

式中, A 和 B 点间的距离为变量 d. 上述旋量为第五章中包含完整运动循环

并形成五阶运动旋量系的有限位移旋量.

图 8.1 RPPRR 型串联机器人中的五阶旋量系

由推论 8.4, 与所有运动副旋量互易的约束力旋量可以求得为

Sr = (cos γ sin θ,− cos γ cos θ, 0, d sin γ sin θ,−d sin γ cos θ, 0)T

从上述结果可以看出, 施加的约束力旋量与旋量 S2 和 S3 垂直, 与旋量 S1

和 S4 相交, 与旋量 S5 斜交. 力旋量的旋距是 d tan γ. 当 γ = 0,π, 2π, · · · , kπ

时, 力旋量为纯力, 并独立于该五阶旋量系. 上述结论与第七章的论证一致,

即携带该力旋量的旋量与互易的五阶旋量系共同构成了六维空间流形.

8.5 多维零空间构造理论

8.5.1 矩阵分块

多维零空间可用由 k − n 个线性无关的向量构成的矩阵 B = [b1, b2 · · ·
bk−n] 表示, 见式 (8.2). 通常在求解式 (8.2) 时, 需采用 Gauss-Seidel 消元法,
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以求解包含 k 个未知数和 n 个方程的齐次线性方程组. 这种消元法的主要

步骤是对系数矩阵进行初等行变换, 以产生行阶梯式. 基于这种消元法, 使

用 Gauss-Seidel 迭代和 LU 分解, 并采用 Gauss-Jordan 回代法可以改进算法.

由本章前面内容可知, 零空间向量也可以通过旋量组合矩阵 J 的代数余子

式求得, 而且过程更为简洁. 因此, 有如下定理.

定理 8.2 多维零空间的一组线性无关的向量可以由移位分块后的代

数余子式向量构造.

证明 上述结论的证明可通过本节 “矩阵分块”、8.5.2节 “子矩阵增广”、

8.5.3 节 “求解法则” 以及 8.5.4 节 “移位分块与逐级增广” 完成. 式 (8.2) 给出

多维零空间可以改写为多个一维零空间向量的形式

Jb1 = 0 (8.24)

Jb2 = 0 (8.25)
...

Jbk−n = 0 (8.26)

假设 n = r, 则一维零空间的增广矩阵法可以扩展到多维零空间, 以获

得解向量 b1, b2, · · · , bk−n.

对于第一个零空间向量 b1,可以将式 (8.24)中的矩阵 J 分块为子矩阵 J1

和 J2, 其中 J1 是前 r + 1 列秩为 r 的子矩阵, J2 是剩余的 k − r − 1 列子矩

阵, 分块矩阵的表达式为



s11 · · · s1r s1(r+1) · · · s1k

...
...

...
...

...
...

sr1 · · · srr sr(r+1) · · · srk


 = [J1,J2] (8.27)

式中, sij 是第 i 个行向量的第 j 个元素, i = 1, · · · , n, j = 1, · · · , k.

8.5.2 子矩阵增广

在式 (8.27) 分块矩阵的第一个子矩阵中, 采用式 (8.4) 的增广行可增

广 r× (r×1) 子矩阵 J1 为 (r + 1)× (r + 1) 合成矩阵 Ja1. 该增广行可以用 8.3

节的一维零空间的代数余子式法构造并且与已有的 r个行旋量线性无关.增

广后的矩阵为非奇异矩阵, 证明过程见 8.2 节. 正如 8.4.2 节所证实, 零空间
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向量不随选取增广行的不同而变化. 因此,为简单起见,增广行可用一组 “∗”
表示. 用 γ1 表示增广行向量与零空间向量的标量积, 则式 (8.24) 可增广为




s11 · · · s1r s1(r+1) · · · s1k

...
...

...
...

...
...

sr1 · · · srr sr(r+1) · · · srk

∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗







x1

...

xr

xr+1

...

xk




=




0
...

0

0
...

γ1




(8.28)

上式还可以简化为两个分块增广子矩阵的形式

Ja1b11 + Ja2b12 = Γ 1 (8.29)

式中, 矩阵 Ja1 是矩阵 J1 的 (r + 1)× (r + 1) 增广矩阵, b11 是包含 r + 1 个元

素的向量; 矩阵 Ja2 是矩阵 J2 的 (r + 1) × (k − r − 1) 增广子矩阵, b12 是包

含 k−r−1个元素的向量; Γ 1 是包含 r+1个元素的向量,该向量除最后一个

元素外, 其余元素均为零. 由于增广子矩阵 Ja1 非奇异, 类似于 Aitken (1939)

对求解齐次方程组的相关证明过程, 设定 b12 = 0, 式 (8.29) 可以改写为

b11 = J−1
a1 Γ 1 (8.30)

8.5.3 求解法则

第一个零空间向量可以通过两部分求得. 第一部分与 8.3节求一维零空

间的代数余子式法类似, 第二部分则设为零. 于是有

b′1 =

(
b11

b12

)
=

(
J−1

a1 Γ 1

0

)
=

γ1

‖Ja1‖







(−1)r+2
∥∥J1(c1)

∥∥
(−1)r+3

∥∥J1(c2)

∥∥
...

(−1)r+j+1
∥∥J1(cj)

∥∥
...

(−1)2r+2
∥∥J1(c(r+1))

∥∥




0k−r−1




(8.31)
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式中, J1(cj) 是去掉第 j 列的矩阵 J1 的子矩阵. 因而,零空间的第一个向量为

b1 = γ1







(−1)r+2
∥∥J1(c1)

∥∥
(−1)r+3

∥∥J1(c2)

∥∥
...

(−1)r+j+1
∥∥J1(cj)

∥∥
...

(−1)2r+2
∥∥J1(c(r+1))

∥∥




0(k−r−1)×1




(8.32)

不难看出, 零空间不随增广行的变化而变化.

8.5.4 移位分块与逐级增广

第二个零空间向量 b2 可通过将 r × (r + 1) 分块向右移位一列, 然后用

新的线性独立的增广行对移位后的 r × (r + 1) 子矩阵 J1 增广获得. 移位产

生如下分块矩阵:



r11 r12 · · · r1(r+1) r1(r+2) · · · r1k

...
...

...
...

...
...

...

rr1 rr2 · · · rr(r+1) rr(r+2) · · · rrk


 = [J0,J1,J2]

对新产生的 r×(r+1)分块矩阵进行增广,称为逐级增广. 如前所述该增

广行不影响零空间向量, 所以可由一组 “∗” 表示. 考虑新的增广行, 式 (8.25)

可表示为




r11 r12 · · · r1(r+1) r1(r+2) · · · r1k

...
...

...
...

...
...

...

rr1 rr2 · · · rr(r+1) rr(r+2) · · · rrk

∗ ∗ · · · ∗ ∗ · · · ∗







x1

x2

...

xr+1

xr+2

...

xk




=




0
...

0

0
...

γ2




(8.33)

其简洁形式为
2Ja0b20 + 2Ja1b21 + 2Ja2b22 = Γ 2 (8.34)
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式中, 2Ja0 为 (r + 1) × 1 子矩阵, 是向右移位 (r + 1) × (r + 1) 分块矩阵一列

后剩下的第一列, b20 为 x1; 2Ja1 是分块矩阵中的 (r + 1) × (r + 1) 非奇异矩

阵, b21 是具有 r + 1 个元素的向量; 2Ja2 是 (r + 1) × (k − r − 2) 子矩阵, b22

是含有 k − r − 2 个元素的向量; Γ 2 是含有 r + 1 个元素的向量, 除最后一个

元素外其余元素均为零. 子矩阵 2Ja1 中的新增广行可以构造为与其他行线

性无关的增广矩阵, 因此与零空间线性相关. 从而, 由 8.2 节中的论证, 子矩

阵 2Ja1 是非奇异矩阵.

令 b20 = 0, b22 = 0, 可得

b21 = 2J−1
a1 Γ (8.35)

由此, 第二个零空间向量为

b′2 =




b20

b21

b22


 =




0
2J−1

a1 Γ 2

0(k−r−2)


 =

γ2

‖2Ja1‖







0

(−1)r+3
∥∥2J1(s1)

∥∥
(−1)r+4

∥∥2J1(s2)

∥∥
...

(−1)r+j+2
∥∥2J1(sj)

∥∥
...

(−1)2r+3
∥∥2J1(s(r+1))

∥∥




0k−r−1




(8.36)

至此, 8.5.1 节中的定理 8.2 得到了完整的证明.

8.6 齐次线性方程组求解理论

8.6.1 齐次线性方程组求解法则与步骤

齐次线性方程组的解空间实质上是其系数矩阵的多维零空间, 基于此,

可提出下述定理.

定理 8.3 若含有 k 个未知数和 n个方程的齐次线性方程组的秩为 r =

n, 则 k − r 维的零空间可以通过一组代数余子式向量来构造. 每一代数余子

式向量空间可由方程组系数矩阵相应矩阵分块的 r + 1 列子矩阵增广行元

素的代数余子式构造. 其 k − r 维零空间的生成过程需要 k − r 次移位分块.
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同时对新产生的 r × (r + 1) 分块子矩阵, 作逐级增广. 每次移位后的逐级增

广结果不随增广行的不同而变化.

该定理给出了基于多维零空间构造方法的齐次线性方程组求解法则,其

基本思想为:将 n个旋量作为行向量来构成旋量组合矩阵 J ,采用移位分块,

从 Rn 空间中, 生成 k − r 阶零空间 N(J) 的一组基.

采用该定理求解齐次线性方程组的具体过程为:

(1) 将方程组系数矩阵分块为 r + 1 列子矩阵和 k − r − 1 列子矩阵;

(2) 增广 r × (r + 1) 子矩阵;

(3) 从式 (8.32) 中获得第一个零空间向量, 即第一个解向量;

(4) 将 r + 1 列分块向右移位一列, 如式 (8.33), 采用逐级增广, 即只对

该 r + 1 列作增广;

(5) 获得第二个解向量, 其表达式如下:

b2 = γ2







0

(−1)r+3
∥∥2J1(c1)

∥∥
(−1)r+4

∥∥2J1(c2)

∥∥
...

(−1)r+j+2
∥∥2J1(cj)

∥∥
...

(−1)2r+3
∥∥2J1(c(r+1))

∥∥




0(k−r−1)×1




(8.37)

(6) 重复第 (4) 步, 获得剩余的解向量, 其表达式为

bi = γi




0(i−1)×1


(−1)r+i+1
∥∥iJ1(c1)

∥∥
(−1)r+i+2

∥∥iJ1(c2)

∥∥
...

(−1)r+i+j
∥∥iJ1(cj)

∥∥
...

(−1)2r+i+1
∥∥iJ1(c(r+1))

∥∥




0(k−r−i)×1




(8.38)
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(7) 获得第 k − r 个解向量, 其表达式为

bk−r = γk−r




0(k−r−1)×1


(−1)k+1
∥∥k−rJ1(c1)

∥∥
(−1)k+2

∥∥k−rJ1(c2)

∥∥
...

(−1)k+j
∥∥k−rJ1(cj)

∥∥
...

(−1)k+r+1
∥∥k−rJ1(c(r+1))

∥∥







(8.39)

由此, 解空间中的 k − r 个向量是将矩阵 J 作 k − r 次移位分块与逐级

增广获得. 每一次分块, r + 1列分块矩阵就向右移位一列, 并对该 r + 1列分

块矩阵作增广. 合成的 r + 1 列增广子矩阵用来生成解空间向量中的非零元

素的代数余子式, 因而解空间向量就可以通过去掉相应的列而得到的子矩

阵的符号行列式直接获得, 如上述公式. 这样下去, 采用移位分块与逐级增

广, 可求得全部解向量.

下面的例子展示定理 8.3 在齐次线性方程组中的应用.

例 8.3 给定具有四个未知数和两个方程的齐次线性方程组如下:
{

x1 + x2 + x3 + x4 = 0

2x1 + x2 + 3x3 + x4 = 0
(8.40)

其系数矩阵为

J =

[
1 1 1 1

2 1 3 1

]
(8.41)

由定理 8.3, 可得两个解向量. 首先将矩阵分块如下:

Ja =

[
1 1 1 1

2 1 3 1

]
(8.42)

根据式 (8.32), 可得第一个解向量为

b1 = γ1




2

−1

−1

0




(8.43)
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将前面的三列分块向右移位一列, 得到如下新的分块矩阵:

Ja =

[
1 1 1 1

2 1 3 1

]
(8.44)

由式 (8.37), 可得第二个解向量为

b2 = γ2




0

−2

0

2




(8.45)

这两个向量形成了解空间 N(J) 的一组基.

8.6.2 基于多维零空间构造理论的求解法则与 Gauss-Seidel 消元法

定理 8.3 给出了求解齐次线性方程组的求解法则. 下面的例子说明了

当 n = r 时, 应用该定理从含有 k 个未知数的 n 个方程中获取 k − r 维解空

间的方法和过程. 在其他情况下, 当 n > r 时, 前 r 个线性无关的方程可以选

择出来, 这样上述的求解法则就可以用来求解这 r 个线性无关的方程的解.

当分块矩阵无法产生秩为 r 的非奇异子矩阵时, 就需要进行递归分块, 直到

找到秩为 r 的非奇异子矩阵.

例 8.4及 8.6.3节的例 8.5用来说明上述几种情况的求解过程,并与Gauss-

Seidel 消元法进行比较.

例 8.4 一组含五个未知数和三个方程的齐次线性方程组表示如下:




x1 + x2 − x4 + x5 = 0

x1 − x3 + x5 = 0

x2 + x3 − x4 = 0

(8.46)

其系数矩阵为

J =




1 1 0 −1 1

1 0 −1 0 1

0 1 1 −1 0


 (8.47)

该矩阵有三行, 但秩为 2. 显然, 第三行是前两行的组合. 取秩为 2 的前

两行,应用定理 8.3中的代数余子式方法,根据式 (8.32)、式 (8.37)和式 (8.38),
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三个解向量可以从矩阵的三次移位分块中分别得出, 为




b1 = λ1(−1, 1,−1, 0, 0)T

b2 = λ2(0, 1, 0, 1, 0)T

b3 = λ3(0, 0,−1,−1,−1)T
(8.48)

上述解法也适用于取系数矩阵 J 中的第一行和第三行作移位分块和逐

级增广, 并采用代数余子式法的情况, 得如下一组解:




b′1 = λ′1(1,−1, 1, 0, 0)T

b′2 = λ′2(0,−1, 0,−1, 0)T

b′3 = λ′3(0, 0, 1, 1, 1)T
(8.49)

显然, 该组基与式 (8.48) 中的基一致.

为了便于比较, 用 Gauss-Seidel 消元方法进行求解, 得出




b′′1 = λ′′1(1,−1, 1, 0, 0)T

b′′2 = λ′′2(0, 1, 0, 1, 0)T

b′′3 = λ′′3(−1, 0, 0, 0, 1)T
(8.50)

这一组解向量与前面的两组有相同的基, 可由下式证明:


−1 0 0

0 1 0

−1 −1 −1







b′T1
b′T2
b′T3


 =




bT
1

bT
2

bT
3


 (8.51)

8.6.3 递归分块与增广

递归分块可用下面的例子说明, 该例子由例 8.3 演变而来.

例 8.5 对例 8.3给出的齐次线性方程组的一个系数作改变,即式 (8.40)

可变为下式: {
x1 + x2 + x3 + x4 = 0

2x1 + x2 + x3 + x4 = 0
(8.52)

其系数矩阵变为

J =

[
1 1 1 1

2 1 1 1

]
(8.53)
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该矩阵可以根据定理 8.3 给出的过程作分块. 第一个解向量可以通过

将 3×3增广子矩阵最后一行的代数余子式作为前三个元素,并采用式 (8.32)

将零赋予最后一个元素得到. 这就得出下式:

b1 = λ1(0, 1,−1, 0)T (8.54)

将三列分块向右移位一列以获得第二个解向量, 此时矩阵不满秩. 如

例 8.4, 剔除该新分块矩阵中的冗余行并进行递归分块, 形成包括增广行的

新的 2× 3 子矩阵, 为

Ja =




1

2

∗

1 1 1

1 1 1

∗ ∗ ∗


 (8.55)

该 2 × 3 子矩阵提供了两个可能的 2 × 2 子矩阵的移位分块. 第一次分块如

下:

Ja =




1

2

∗

1 1 1

1 1 1

∗ ∗ ∗


 (8.56)

其解向量是

b′2 = λ′2




0

1

−1

0




(8.57)

上式与式 (8.54) 给出的解是线性相关的. 采用第二次移位分块, 为

Ja =




1

2

·

1 1 1

1 1 1

· · ·


 (8.58)

由此获得第二个解向量为

b′′2 = λ′′2




0

0

1

−1




(8.59)

显然, b′′2 和 b1 是线性无关的, 二者可以作为解空间的一组基.
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8.7 互易旋量系构造理论

8.7.1 6− n 阶互易旋量系构造方法

基于定理 8.3的步骤可以构造 6− n阶互易旋量系.可以看出,该方法没

有采用常用的 Gram Schmidt 正交法, 避免了基于连续三重积以求正交基的

复杂计算过程.

推论 8.5 若一个旋量系的阶数为 n, 则通过矩阵移位分块以及对应的

逐级增广的代数余子式向量可获得 6− n 阶的互易旋量系.

运用上述推论获取 6− n 阶互易旋量系的具体过程如下文所述.

将旋量矩阵划分为 n + 1 列子矩阵和 6− n− 1 列子矩阵, 则可以得到第

一个轴线坐标形式的互易旋量, 为

∆Sr
1 =







(−1)n+2
∥∥Ja1(c1)

∥∥
(−1)n+3

∥∥Ja1(c2)

∥∥
...

(−1)n+j+1
∥∥Ja1(c(n+1))

∥∥




0(6−n−1)×1




(8.60)

式中, Sr
1 如同旋量系 S 中的其他旋量, 采用射线坐标, 但 ∆Sr

1 为轴线坐标.

如同定理 8.2, 将 n + 1 列分块向右移位一列, 可得轴线坐标形式的第二个旋

量, 为

∆Sr
2 =




0


(−1)n+3
∥∥2Ja1(c1)

∥∥
(−1)n+4

∥∥2Ja1(c2)

∥∥
...

(−1)n+j+1
∥∥2Ja1(c(n+1))

∥∥




0(6−n−2)×1




(8.61)
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式中, Sr
2 采用射线坐标, 而 ∆Sr

2 为轴线坐标. 同理, 将 n + 1 列分块向右移

位 i− 1 次, 则可获得轴线坐标形式的第 i 个互易旋量, 为

∆Sr
i =




0(i−1)×1


(−1)n+i+1
∥∥iJa1(c1)

∥∥
(−1)n+i+2

∥∥iJa1(c2)

∥∥
...

(−1)n+j+1
∥∥iJa1(c(n+1))

∥∥




0(6−n−i)×1




(8.62)

8.7.2 移位分块以构造三阶、四阶互易旋量系

1. 三阶互易旋量系构造与移位分块

例 8.6 如图 8.2 所示, 可通过构造三自由度串联机器人的三阶互易旋

量系的过程展示推论 8.5 的应用.

图 8.2 三自由度机器人

三个运动副旋量可表示为




S1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T

S2 = (l2,m2, 0, p2, q2, 0)T

S3 = (l3,m3, n3, p3, q3, r3)T
(8.63)

由定理 8.2, 进行第一步矩阵分块

S =




0 0 1 0 0 0

l2 m2 0 p2 q2 0

l3 m3 n3 p3 q3 r3


 (8.64)
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从式 (8.60) 中, 可以得到第一个互易旋量, 为

Sr
1 = (l2m3 − l3m2, 0, 0,−p2m3 + p3m2, l3p2 − l2p3, 0)T

接着作移位分块, 由式 (8.61), 得到第二个互易旋量, 为

Sr
2 = (m3q2 −m2q3,m2p3 −m3p2, 0, 0, p2q3 − p3q2, 0)T

进行第三次移位分块, 由式 (8.62), 构造出第三个互易旋量, 为

Sr
3 = (q2r3,−p2r3, p2q3 − p3q2, 0, 0, 0)T

由此, 得出了三阶互易旋量系.

2. 四阶互易旋量系

例 8.7 在例 8.6 中减少一个铰链运动副, 如图 8.3 所示, 可演示四阶互

易旋量系的求取过程.

图 8.3 二自由度机器人

在图 8.3 中, 表示竖直方向转动副的旋量为

S1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T (8.65)

第二个水平转动副的轴线延长线与第一个转动副轴线垂直, 其旋量为

S2 = (l, m, 0, p, q, 0)T (8.66)

这两个旋量组成了一个二阶旋量系 S, 如

S = {S1,S2}
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其矩阵形式为

J =

[
ST

1

ST
2

]
(8.67)

由此, 四阶互易旋量系 Sr 可以通过式 (8.1) 构造, 记为

Sr = {Sr
1 ,Sr

2 ,Sr
3 ,Sr

4}

其矩阵形式为

Jr = [Sr
1 ,Sr

2 ,Sr
3 ,Sr

4 ] (8.68)

由两旋量系互易关联关系可以得到式 (8.1) 和式 (8.2).

将式 (8.65) 与式 (8.66) 合并转化为式 (8.2) 所示的形式, 并对矩阵 J 分

块, 给出前 2× 3 分块矩阵为
[

0 0 1 0 0 0

l m 0 p q 0

]
(8.69)

通过式 (8.60), 可以求得轴线坐标形式的第一个互易旋量为

∆Sr
1 = (−m, l, 0, 0, 0, 0)T (8.70)

通过对偶变换可得其射线坐标, 因此第一个互易旋量为

Sr
1 = (0, 0, 0,−m, l, 0)T (8.71)

将矩阵分块向右移位一列, 可产生一个新的 2× 3 子矩阵, 为
[

0 0 1 0 0 0

l m 0 p q 0

]
(8.72)

由式 (8.61), 可以获得射线坐标形式的第二个互易旋量为

Sr
2 = (m, 0, 0, 0,−p, 0)T (8.73)

将分块矩阵向右再移位一列, 又产生了一个新的 2× 3 子矩阵, 为
[

0 0 1 0 0 0

l m 0 p q 0

]
(8.74)

由式 (8.62), 可以得到射线坐标形式的第三个互易旋量为

Sr
3 = (−q, p, 0, 0, 0, 0)T (8.75)
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同理,第三次将分块矩阵向右移动,得到的结果与式 (8.69)相同.但考虑

第二分块的 2× 3 子矩阵, 由于子矩阵不满秩, 需要采用 8.6.3 节所述的递归

分块方法. 于是, 可以得到射线坐标形式的第四个互易旋量, 为

Sr
4 = (0, 0,−q, 0, 0, 0)T (8.76)

至此, 可以得到二阶旋量系的四阶互易旋量系. 二阶旋量系与其四阶互

易旋量系的关联关系可通过交集旋量 S1 表示 (Dai 和 Rees Jones, 2001).

所有四个线性无关旋量都是旋量系的基. 例子中的四阶互易旋量系包

含所有与二阶旋量系互易的旋量. 基于这组旋量, 可以得到一组新的线性无

关的旋量. 例如, 与 x 轴平行的合成互易旋量 Sr
2 , 可以由与 x − y 平面平行

的旋量代替, 后者为该互易旋量系基的组合, 表示为

Sr′
2 = Sr

1 + Sr
2 + Sr

3 = (m− q, p, 0,−m, l − p, 0)T

因此, 四个新的线性无关的互易旋量为 Sr
1、Sr′

2 、Sr
3 和 Sr

4 . 新互易旋

量 Sr′
2 可以进一步由下面互易旋量系基的组合代替:

Sr′′
2 = − q

m
Sr

1 +
(

1− lq

mp

)
Sr

2 −
l

p
Sr

3 = (m,−l, 0, q,−p, 0)T

3. 分块求解与增广解法二

上例可由另一类方法求解.

例 8.8 由于所有旋量的最后一个元素为零, 式 (8.69) 可以通过剔除最

后一列元素进行重构, 由此重构后的旋量组合矩阵可表示为

S =

[
0 0 1 0 0

l m 0 p q

]
(8.77)

采用三次移动分块, 在式 (8.60)、式 (8.61) 和式 (8.62) 中指定旋量的最

后一个元素为零, 则可得三个互易旋量为




Sr
1 = (0, 0, 0,−m, l, 0)T

Sr
2 = (m, 0, 0, 0,−p, 0)T

Sr
3 = (−q, p, 0, 0, 0, 0)T

(8.78)

不难看出, 以上三个互易旋量的第三个元素均为零. 为构成四维向量空

间, 第四个互易旋量可取为

Sr
4 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T (8.79)
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可见该方法能够产生与例 8.7 的方法相同的结果.

8.7.3 6− n 阶互易旋量系构造步骤

根据推论 8.5 给出的构造互易旋量系的方法以及例 8.6、例 8.7 与例 8.8

对采用该方法构造三阶与四阶互易旋量系的展示, 可将基于多维零空间构

造理论求解 6− n 阶互易旋量系的具体过程总结如下:

(1) 将 n 个旋量作为行向量形成旋量组合矩阵 J ;

(2) 将矩阵 J 分块为 n + 1 列子矩阵和 6− n− 1 列子矩阵, 并对 n + 1 列

子矩阵进行增广;

(3) 赋对应 6− n− 1 列子矩阵的互易旋量的 6− n− 1 个元素为零;

(4) 从 n + 1 列的子矩阵中获得式 (8.60) 中的其余元素;

(5) 将 n + 1 列分块矩阵向右移位一列, 如式 (8.33), 产生三个子矩阵;

(6) 赋对应第一个和第三个子矩阵的第二个互易旋量的元素为零值;

(7) 从新的 n + 1 列的子矩阵中获得式 (8.61) 中的其余元素;

(8) 重复步骤 (5) 至 (7), 获得式 (8.62) 中的其余互易旋量.

在此理论推导中, 步骤 (7) 应用了逐级增广思想.

8.7.4 逐级增广与递归分块

1. 二阶互易旋量系构造与逐级增广

例 8.9 图 8.4 所示机器人具有四阶旋量系.

按照上述步骤 (1),可以将四个运动副旋量作为行向量构造一个 4×6旋

量组合矩阵, 为

J =




0 0 1 0 0 0

cθ1 sθ1 0 0 0 0

−sθ1cθ2 cθ1cθ2 sθ2 −asθ1sθ2 acθ1sθ2 −acθ2

−cθ1cθ3 + sθ1sθ2sθ3 −sθ1cθ3 − cθ1sθ2sθ3 cθ2sθ3 p4 q4 r4




(8.80)

式中

p4 = l(cθ1sθ3 + sθ1sθ2cθ3)− asθ1cθ2sθ3

q4 = l(sθ1sθ3 − cθ1sθ2cθ3) + acθ1cθ2sθ3

r4 = lcθ2cθ3 + asθ2sθ3
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图 8.4 具有四阶旋量系的四自由度串联机械臂

由上式, 二阶互易旋量系可以通过将上述矩阵进行两次移位分块获得.

按照步骤 (2), 作第一次分块和增广如下:

J =




0 0 1 0 0

cθ1 sθ1 0 0 0

−sθ1cθ2 cθ1cθ2 sθ2 −asθ1sθ2 acθ1sθ2

−cθ1cθ3 + sθ1sθ2sθ3 −sθ1cθ3 − cθ1sθ2sθ3 cθ2sθ3 p4 q4

∗
∗
∗
∗
·




(8.81)

根据步骤 (3), 令 nr
1 = 0. 根据步骤 (4), 上述通过分块获得的 5× 5 增广

矩阵可以用来求取第一个互易旋量的元素. 这些元素满足增广行的代数余

子式, 因此副部元素为

pr
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0

sθ1 0 0 0

cθ1cθ2 sθ2 −asθ1sθ2 acθ1sθ2

−sθ1cθ3 − cθ1sθ2sθ3 cθ2sθ3 p4 q4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

qr
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0

cθ1 0 0 0

−sθ1cθ2 sθ2 −asθ1sθ2 acθ1sθ2

−cθ1cθ3 + sθ1sθ2sθ3 cθ2sθ3 p4 q4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0
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和

rr
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 0

cθ1 sθ1 0 0

−sθ1cθ2 cθ1cθ2 −asθ1sθ2 acθ1sθ2

−cθ1cθ3 + sθ1sθ2sθ3 −sθ1cθ3 − cθ1sθ2sθ3 p4 q4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0

主部元素为

lr1 = −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1 0

cθ1 sθ1 0 0

−sθ1cθ2 cθ1cθ2 sθ2 acθ1sθ2

−cθ1cθ3 + sθ1sθ2sθ3 −sθ1cθ3 − cθ1sθ2sθ3 cθ2sθ3 q4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −lcθ2(sθ1sθ3 − cθ1sθ2cθ3)− acθ1sθ3

mr
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1 0

cθ1 sθ1 0 0

−sθ1cθ2 cθ1cθ2 sθ2 −asθ1sθ2

−cθ1cθ3 + sθ1sθ2sθ3 −sθ1cθ3 − cθ1sθ2sθ3 cθ2sθ3 p4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= lcθ2(cθ1sθ3 + sθ1sθ2cθ3)− asθ1sθ3

根据步骤 (5), 第二个独立互易旋量可以通过移位分块矩阵得到, 为

J =




∗
∗
∗
∗
·

0 1 0 0 0

sθ1 0 0 0 0

cθ1cθ2 sθ2 −asθ1sθ2 acθ1sθ2 −acθ2

−sθ1cθ3 − cθ1sθ2sθ3 cθ2sθ3 p4 q4 r4

· · · · ·




(8.82)

同理, 根据步骤 (6), 令 pr
2 = 0, 再根据步骤 (7), 第二个互易旋量的其余

元素可以从上述增广的 5× 5 子矩阵中获得, 为

qr
2 = 0, rr

2 = 0

lr2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0

sθ1 0 0 0

cθ1cθ2 sθ2 acθ1sθ2 −acθ2

−sθ1cθ3 − cθ1sθ2sθ3 cθ2sθ3 q4 r4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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= als2θ1cθ2sθ3 + a2sθ1cθ1sθ3

mr
2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 0 0

sθ1 0 0 0

cθ1cθ2 sθ2 −asθ1sθ2 −acθ2

−sθ1cθ3 − cθ1sθ2sθ3 cθ2sθ3 p4 r4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= alsθ1cθ1cθ2sθ3 − a2s2θ1sθ3

和

nr
2 = 0

由此, 可以得到二阶互易旋量系.

2. 三阶互易旋量系构造与逐级增广

例 8.10 图 8.5 所示的含三个转动副的机器人具有三阶旋量系.

图 8.5 具有竖直轴线的 RRR 型串联机械臂

由旋量 S1、S2 和 S3 给出的旋量组合矩阵如下:

J =




0 0 1 0 0 0

cθ1 sθ1 0 −z0sθ1 z0cθ1 0

−sθ1cθ2 cθ1cθ2 sθ2 −z0cθ1cθ2 + lsθ1sθ2 −z0sθ1cθ2 − lcθ1sθ2 lcθ2




(8.83)
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式中, s表示 sin θ, c表示 cos θ. 上述矩阵的第一个分块和分级增广产生的 4×4

子矩阵表示为

J1
a =




0 0 1 0

cθ1 sθ1 0 −z0sθ1

−sθ1cθ2 cθ1cθ2 sθ2 −z0cθ1cθ2 + lsθ1sθ2

· · · ·

∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
· ·




(8.84)

如前, 令 mr
1 和 nr

1 为零. 第一个互易旋量其余的元素可从 4 × 4 子矩阵

增广行的代数余子式中得到, 从而, 第一个互易旋量可表示为

Sr
1 = (cθ2, 0, 0, ls2θ1sθ2, z0cθ2 − lcθ1sθ1sθ2, 0)T

平移式 (8.84) 的分块, 得

J2
a =




∗
∗
∗
·

0 1 0 0

sθ1 0 −z0sθ1 z0cθ1

cθ1cθ2 sθ2 −z0cθ1cθ2 + lsθ1sθ2 −z0sθ1cθ2 − lcθ1sθ2

· · · ·

∗
∗
∗
·




(8.85)

对于第二个互易旋量, 令 pr
2 和 nr

2 为零. 第二个互易旋量其余的元素可从上

述 4 × 4 子矩阵的增广行的代数余子式中得到. 由此, 第二个互易旋量可以

得到, 为

Sr
2 = (z0cθ2 + lcθ1sθ1sθ2, ls2θ1sθ2, 0, 0, z2

0cθ2, 0)T

第三次移位式 (8.85) 的分块

J2
a =




∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
· ·

1 0 0 0

0 −z0sθ1 z0cθ1 0

sθ2 −z0cθ1cθ2 + lsθ1sθ2 −z0sθ1cθ2 − lcθ1sθ2 lcθ2

· · · ·




(8.86)

对于第三个互易旋量, 令 pr
3 和 qr

3 为零. 互易旋量其余的元素可从新

的 4 × 4 子矩阵增广行的代数余子式中得到. 由此, 可获得第三个互易旋

量, 为

Sr
3 = (lz0cθ1cθ2, lz0sθ1cθ2, z

2
0cθ2, 0, 0, 0)T

至此, 得到了三阶互易旋量系.
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3. 四阶互易旋量系与递归分块

例 8.11 图 8.6 所示的具有两个转动副的串联机械臂可用来说明四阶

互易旋量系的构造方法.

图 8.6 二自由度串联机械臂

这个机械臂机构中, 第一个转动运动副旋量为

S1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T

第二个转动运动副旋量的轴线与第一个转动运动副旋量轴线垂直, 表示为

S2 = (l, m, 0, p, q, 0)T

两个转动运动副旋量形成一个二阶旋量系, 由此可得相应的旋量组合

矩阵.

对旋量矩阵进行第一次分块和增广, 可以得到一个 3× 3 主导子矩阵



0 0 1

l m 0

· · ·

0 0 0

p q 0

· · ·


 (8.87)

以主导子矩阵增广行的代数余子式为互易旋量的前三个元素, 令后三个元

素为零, 则第一个互易旋量以其轴线坐标表示为

∆Sr
1 = (−m, l, 0, 0, 0, 0)T

由此, 射线坐标形式的互易旋量表示为

Sr
1 = (0, 0, 0,−m, l, 0)T
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将分块矩阵向右移位一列, 产生一个新的 3× 3 子矩阵为



0

l

·

0 0 1

m 0 p

· · ·

0 0

q 0

· ·


 (8.88)

可得第二个互易旋量为

Sr
2 = (m, 0, 0, 0,−p, 0)T

同理, 第三个互易旋量可通过将分块矩阵继续右移一列得到

Sr
3 = (−q, p, 0, 0, 0, 0)T

第四次矩阵分块与第一次矩阵分块相同,但应采用分块后的第二个 3×3

子矩阵产生第四个互易旋量. 上述子矩阵不满秩, 因此需采用递归分块法.

将第二个 3× 3 子矩阵的相关行移除后得到



0 0 1

l m 0

· · ·

0 0 0

p q 0

· · ·




对于右下角的 2× 3子矩阵采用递归分块法 (Dai和 Rees Jones, 2002)时,

有两种不同的分块方法, 因此又可得到两个互易旋量. 可以看出, 这两个互

易旋量中只有一个与前面所得的互易旋量线性无关. 第一个递归分块产生

一个新的互易旋量, 该旋量与前面获得的三个互易旋量线性相关. 第二个递

归分块为 


0 0 1

l m 0

· · ·

0 0 0

p q 0

· · ·




于是, 第四个互易旋量为

Sr
4 = (0, 0,−q, 0, 0, 0)T (8.89)

至此, 可以得到二阶旋量系的四阶互易旋量系. 二阶旋量系与其四阶互

易旋量系的关联关系可由交集 S1 表示 (Dai 和 Rees Jones, 2001).
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8.8 误差分析与算法效率

用计算机求解线性系统问题, 对舍入误差作最小化处理是关键. 大多数

的计算机运算采用归一化浮点数以及尾数部分的小数位 (Anton, 2000) 给出

舍入位数至 n 个有效数位. 这种很小的舍入误差可以导致一些方程组 (例

如病态方程组) 的求解明显不准确. 在 Gauss-Seidel 消元法中, 主元素 Gauss

消元法就是用来解决这一问题的. 列主元素 Gauss 消元法采用选择任意行

第一列中具有最大系数的元素作为主元的方法, 将舍入误差的累计效果最

小化. 全元素 Gauss 消元法则允许在任意列挑选主元, 但需要对未知数和方

程重新排序. 这两种方法都需要花费一定的时间来选择和判断正确的主元.

Cohn (1995) 分析了这些方法产生的误差.

本章将 Cohn 发现的 Gauss-Seidel 消元法的误差与本章基于多维零空间

构造理论的求解法则的误差进行了比较. 为保证上述对比在同一载体上进

行, 本节选取 Cohn 作误差分析时选用的方程组进行分析.

例 8.12 Cohn 作误差分析时选用的线性方程组如下:
{

0.1x1 + 100x2 − 50x3 = 0

50x1 − 20x2 − 40x3 = 0
(8.90)

不采用列主元素 Gauss 消元法, 用一般的 Gauss-Seidel 消元法的过程为

R1→10×R1−−−−−−−→
[

1 1 000 −500

50 −20 −40

]
R2→R2−50×R1−−−−−−−−−−→

[
1 1 000 −500

0 −50 020 24 960

]
(8.91)

假如计算器舍入时保留三位有效数字, 第二个方程变为 −50 000x2 =

−25 000x3, 第一个方程变为 x1 = −1 000x2 + 500x3. 令 x3 为 λ, 则解空间

向量为

b = λ(0, 0.5, 1)T

用替代法检验该解, 第二个方程产生的误差为 –50, 其误差阶数为 101.

采用 Gauss-Seidel 消元及列主元素 Gauss 消元法, 选择第一列中的最大

元素 50 作为主元, 并交换两行, 得

b′ = λ′(1, 0.5, 1)T

将上式代入式 (8.90), 得到误差为 0.1, 误差阶数为 10−1.
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应用本章的代数余子式法, 得到

b′′ = λ′′(1, 0.499, 1)T

其误差为 0.02, 误差阶数为 10−2, 小于前两种方法的误差阶数.

与 Gauss-Seidel 消元法相比, 采用代数余子式法的另一个优点在于计算

效率. 求解过程中的算术运算量可以用来评判一种求解法则效率的高低.

在本章的代数余子式法中, 每一个未知数需要进行两次乘法和一次加

法来求解上述方程. 因此, 对于三个未知数来说, 需要六次乘法和三次加法.

相比而言, 式 (8.91) 所示的 Gauss-Seidel 消元法在行运算第一步需要三次乘

法, 行运算第二步需要三次乘法和三次加法. 进一步在求解简单的三个未知

数的方程组时, Gauss-Seidel消元法还需要两次乘法和一次加法. 总共需要八

次乘法和四次加法.

在求解含有三未知数和两个方程的齐次线性方程组时, 上述分析给出

了使用代数余子式方法的标准运算次数和使用 Gauss-Seidel 算法的最少运

算次数. 多数情况下, 使用 Gauss-Seidel 算法所需的运算次数超过使用代数

余子式法的运算次数. 例如, 对于式 (8.11) 所示的第一个例子, 用类似的方

法计算的算术运算量为: 采用代数余子式法需要进行六次乘法和三次加法,

而采用 Gauss-Seidel 算法需要进行八次乘法和六次加法.
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第九章 旋量系对偶原理与分解定理

正如 Ball (1900)所说,约束系统特性包含用来确定满足约束需求的物体

位姿的独立参量, 而这些不小于一且不大于六的独立参量数目就是自由度.

由此,约束与自由度是紧密相关的,犹如第二、三章谈到的旋量互易性,以及

第六、七章阐述的旋量系关联关系理论.旋量系对偶理论通过研究旋量系的

对偶特性, 使静力学和运动学特性紧密交织在一起.

本章揭示串、并联机构以及约束中旋量系的对偶关联性, 探索力旋量

空间与运动旋量空间的对偶特性, 挖掘串联机构与并联机构的对偶特性. 根

据旋量系转换定理与旋量系阶数定律, 提出基本旋量系对偶定理, 展示基本

旋量子空间的关联结构. 基于旋量代数与相关几何方法, 讨论机器人学中

关于约束与自由运动的基本问题, 阐述约束与运动旋量系, 重点研究约束旋

量系的分解, 提出约束旋量系分解定理. 在此研究基础上, 本章深入分析约

束、运动旋量系间以及与旋量多重集的关联逻辑, 提出关联关系理论, 阐述

活动度扩展准则. 通过实例, 本章进一步揭示从传统的 Sarrus 连杆机构到新

式可展机构等空间机构的本质特性 (Dai、Huang 和 Lipkin, 2004), 并于最后

阐述 Schatz 过约束机构中约束旋量系的周期性变化与运动循环.
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9.1 对偶原理

9.1.1 互易与对偶

互易和对偶是旋量理论的基本要素. 在旋量系理论中, 对偶性经常建立

在互易特性的基础上. 正如 3.7 节中的分析, 当两个旋量的互矩即互易积为

零时, 两个旋量互易. 这是奠定整个旋量系理论的基本原理. 当给定沿旋

量 S1 的约束力旋量W 和沿旋量 S2 的运动旋量 T 时, 存在类似式 (3.12)的

关系式, 为

δ = W ◦ T (9.1)

当 δ = 0 时, 该力旋量与运动旋量互易, 由此具有双向约束. 力旋量 W

在运动旋量 T 上不做功.

当 δ > 0 时, 该力旋量施加于运动旋量上, 力旋量与运动旋量有正向关

系, 被 Ball (1876) 称为冲力旋量.

当 δ < 0 时, 该力旋量与运动旋量具有逆向关系, 该约束为单边约束.

定义 9.1 在旋量理论中, 对偶特性也称对偶关系, 是指具有相同代数

与几何结构但物理与几何意义成对比关系的两个概念之间对立统一的关系.

注释 9.1 射线坐标与轴线坐标具有相同的代数形式与几何结构, 但表

示两种不同形式的旋量, 由此二者构成对偶关系. 运动旋量与力旋量的实质

均为旋量, 但分别表示运动与约束, 二者构成对偶关系.

引理 9.1 一个系统的理论与推导经过适当的物理转换可应用到其对

偶系统中, 此即对偶原理.

根据对偶原理, 以李代数射线坐标表示的运动旋量空间下的推导与计

算可用于推导与验证以对偶李代数轴线表示的力旋量空间下的推导与计算,

反之亦然.

在本书中,所有运动旋量和力旋量都采用射线坐标.应用式 (2.55)中的对

偶算子 ∆, 可方便地用代数形式描述射线坐标与轴线坐标对偶的本质属性.
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9.1.2 并联机构运动旋量空间与力旋量空间的交并集对偶原理

一个物理系统的力旋量空间和运动旋量空间是对偶的. 因此, 力旋量的

并集与运动旋量的交集具有对应关系.

1. 力旋量空间的并集

抓持系统是旋量空间对偶关联的最好的演示平台. 当 n 个力旋量作为

约束沿着物体的接触旋量 S1, · · · ,Sn 作用时, 这些旋量构成抓持矩阵 J . 当

外部力旋量 W 作用于被抓持物体时, 对每一约束产生了一个力幅值, 所有

这些力幅值构成向量 f , 上述过程可表示为

Jf = W (9.2)

式中, Jf 表示抓持产生的用于抵抗外部作用力的力旋量. W 为外部施加的

力旋量或抓持系统中的等效合成力旋量; 当抓持为形封闭时, W 为抓持中

的剩余约束旋量 (Lakshminarayana, 1978). 式 (9.2) 可用来表示抓持物体或并

联机构的静平衡.

式 (9.2)中的外部力旋量W 可看做接触力旋量在力旋量空间的并集,即

W = W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Wn (9.3)

综上所述, 抓持系统或并联机构运动平台的约束是由各个接触力旋量

方向上或各运动链 (也称为支链或腿) 施加的全部约束力旋量的并集. 从机

构静力学的角度来看, 运动平台上的合成力旋量即为所有运动支链所施加

的驱动力旋量的并集, 根据此原理可推导出静力学正解.

2. 运动旋量空间的交集

对于抓持系统, 矩阵 J 中的每一个接触旋量 S1, · · · ,Sn 均具有潜在位

移, 而被抓持物体的一般位移 D 是所有在接触旋量 Si 上的潜在位移 Ti 的

交集, 即沿着接触旋量 S1, · · · ,Sn 的运动旋量的交集, 为

D = T1 ∩ T2 ∩ · · · ∩ Tn (9.4)

以接触旋量 S1, · · · ,Sn 为列向量构造矩阵 J ,以运动旋量的幅值构造向

量 u, 则由含义为运动旋量的接触旋量与被抓持物体的一般位移 D 的标量

积 (见 3.2.1 节) 可给出接触旋量上运动旋量的幅值向量 u, 为

u = JT∆D (9.5)
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式中, D 表示在运动旋量空间中所有可能的运动旋量的交集.

上述过程分析了抓持系统中各个接触旋量方向上的运动旋量的交运算.

类似地, 并联机构运动平台的运动也可视为所有运动支链的运动的交集. 据

此, 可以推导出并联机构的瞬时运动学逆解.

3. 运动旋量空间与力旋量空间的关系

在抓持系统中, 力旋量与运动旋量之间存在正向及逆向形式的双向或

单向约束关系. 在并联机构中, 则只有单向约束关系. 运动旋量空间与力旋

量空间的对偶性可以通过并联机构来揭示. 对应于运动旋量的幅值向量 u

与施加力旋量的幅值向量 f 有如下关系:

f = −Ku (9.6)

式中, 刚度矩阵 K 表示并联机构的物理特性.

9.1.3 串联机构与并联机构旋量空间的对偶原理

类似于并联机构, 串联机构的运动旋量空间和力旋量空间是对偶的, 并

且串联机构与并联机构也是对偶的. 从几何学和力学的观点看, 串联机构和

并联机构在运动旋量和力旋量方面存在对偶关系. 从物理学应用的角度看,

串联机构的弱点就是并联机构的优势, 反之亦然.

1. 串联机构的运动旋量空间与并联机构的力旋量空间的对偶性

对应于式 (9.3) 所示的并联机构力旋量空间的并集, 串联机构运动旋量

空间的并集与之对偶, 为

T = T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tn (9.7)

这种情况下, 串联机构末端执行器的运动旋量 T 是串联机构各运动副

运动旋量 S1, · · · ,Sn 的线性组合, 表示为

T =
n∑

i=1

δqiSi = Jδq (9.8)

式中, δqi 是第 i个运动副的运动旋量 Si 的幅值,为标量. 运动副旋量 S1, · · · ,

Sn 的组合给出运动旋量系的 6× n Jacobian 矩阵 J , 运动旋量的组合由 Jδq

给定.

式 (9.8)与描述并联机构力旋量空间的式 (9.2)对偶,给出了串联机构瞬

时运动学正解.
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2. 串联机构的力旋量空间与并联机构的运动旋量空间的对偶性

对应于式 (9.4) 中并联机构的运动旋量空间交集, 串联机构的力旋量空

间交集与之有对偶关系. 串联机构的力旋量空间交集与并联机构的运动旋

量空间交集对偶, 为

W = W1 ∩W2 ∩ · · · ∩Wn (9.9)

由此,串联机构的末端执行器产生的力旋量是施加于旋量 S1, · · · ,Sn 上的所

有力旋量的交集, 表示为

τ = JT∆W (9.10)

式中, 向量 τ 为力旋量交集的幅值.

式 (9.10) 与描述并联机构运动旋量空间的式 (9.5) 对偶, 给出了串联机

构静力学正解.

3. 柔度与刚度的对偶性

如式 (9.6), 刚度在并联机构中通过运动幅值和力幅值将运动旋量空间

与力旋量空间关联, 而柔度在串联机构中通过力幅值和运动幅值将力旋量

空间与运动旋量空间关联, 即为

δq = −Cτ (9.11)

式中, C 是关联力旋量幅值 τ 与运动旋量幅值 δq 的柔度矩阵.

9.1.4 物体抓持、并联机构和串联机构对偶原理一览表

串并联机构的对偶性意味着, 在没有引入新概念或数学运算情况下, 一

个物理机构可以用来理解和描述另一个物理机构. 关于运动旋量和力旋量

以及正解和逆解的描述, 可以根据对偶的物理机构进行互换.

通过上述内容可以理解, 抓持原理在数学与力学的描述上完全等同于

并联机构原理. 同时, 在运动旋量和力旋量空间的数学与力学描述及运算方

面, 并联机构与串联机构是对偶的.

这一对偶性可概括于表 9.1.
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表 9.1 运动旋量与力旋量的对偶原理一览表

物体抓持 并联机构 串联机构

旋量代数 力旋量空间并集, 式 (9.3) 运动旋量空间并集, 式 (9.7)

物理意义 静力学 运动学

分析方法 正向 正向

Jf = W , 式 (9.2) Jf = W , 式 (9.2) Jδq = T , 式 (9.8)

旋量代数 运动旋量空间交集, 式 (9.4) 力旋量空间交集, 式 (9.9)

物理意义 运动学 静力学

分析方法 几何一致性 逆向 逆向

u = JT∆D, 式 (9.5) u = JT∆D, 式 (9.5) τ = JT∆W , 式 (9.10)

旋量代数 运动旋量和力旋量关联关系 运动旋量和力旋量关联关系

物理意义 弹性 柔性

f = −Ku, 式 (9.6) f = −Ku, 式 (9.6) δq = −Cτ , 式 (9.11)

9.2 运动支链旋量系与基本旋量系

定义 9.2 运动链为运动副连接的若干个刚体的有序组合.

定义 9.3 运动副为两个刚体间的连接方式, 以对它们间的相对运动施

加一定的约束.

定义 9.4 连杆系是由一个或若干个子运动链构成的, 以实现一定功能

的运动链组合.

定义 9.5 机构为具有固定机架的连杆系.

注释 9.2 运动副常用纯转动、纯移动等理想运动来描述, 运动副的轴

线可用旋量来表示. 连杆系为采用刚性连杆与理想运动副作为连接的机械

网络, 也称运动链. 机构是若干个刚体连接的组合, 以产生和传输力与运动.

机构运动学研究是对刚体或连杆的几何运动及其特性进行研究. 常见的例

子为系列连杆连接而成的开环运动链或者系列连杆连接而成的闭环运动链,

最典型的如串并联机器人.

9.2.1 运动支链旋量系

机构分析可以从输出杆件开始. 该杆件可以是并联机构的运动平台, 或
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者串联机构的末端执行器, 或者其他任何一个需要作运动学与静力学分析

的输出杆件.相对于该输出杆件,其子运动链为连接该杆件与机架的运动链.

假设每个子运动链的所有运动副旋量是线性无关的, 由此排除子运动链中

的冗余和奇异构型. 基于此, 给出以下定义.

定义 9.6 第 i 个子运动链运动旋量系 Sli 为由描述构成子运动链的运

动副的各个旋量组成的旋量空间, 可用于生成该子运动链相对机架对输出

杆件的运动.

定义 9.7 第 i 个子运动链约束旋量系 Sr
li 为由描述子运动链施加的约

束的各个旋量组成的旋量空间, 可用于生成该子运动链相对机架对输出杆

件的约束.

第 i 个子运动链运动旋量系 Sli 与该子运动链的约束旋量系 Sr
li 互易.

9.2.2 四个基本旋量系

子运动链运动和约束旋量系的并和交运算生成如下四个基本旋量系.

1. 输出杆件旋量系

定义 9.8 连接度为确定一杆件相对另一杆件位姿的独立参数数目.

定义 9.9 自由度为确定一杆件空间位置与姿态的独立参数即相对机

架的位姿的参数数目. 自由度数受空间维数的限制.

定义 9.10 输出杆件运动旋量系为所有 k 个子运动链的运动旋量系的

交集, 即

Sf = Sl1 ∩ Sl2 ∩ · · · ∩ Slk(f ≡ dimSf ) (9.12)

应该指出, 该运动旋量系决定了输出杆件的运动, 因此表示了输出杆件相对

于机架的连接度, 也称输出杆件的自由度 f . 该自由度由输出杆件的运动旋

量系阶数决定.

定义 9.11 输出杆件约束旋量系为所有 k 个子运动链的约束旋量系的

并集, 即

Sr = Sr
l1 ∪ Sr

l2 ∪ · · · ∪ Sr
lk(µ ≡ dimSr) (9.13)

该约束旋量系与输出杆件的运动旋量系是互易的.
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这两个旋量系分别描述了输出杆件相对于机架的运动和约束. 输出杆

件运动旋量系 Sf 生成所有子运动链的公共运动空间, 输出杆件约束旋量

系 Sr 则为由所有子运动链约束空间并成的输出杆件约束空间. 因而, 机构

输出杆件的任一运动必须被所有的子运动链所允许, 但任一约束都可以被

任一子运动链所施加.

2. 机构旋量系

上述内容给出了输出杆件的运动与约束旋量系, 以下两个旋量系则描

述了整个机构的运动与约束.

定义 9.12 机构运动旋量系为所有 k 个子运动链的运动旋量系的并

集, 即

Sm = Sl1 ∪ Sl2 ∪ · · · ∪ Slk(b ≡ dimSm) (9.14)

该旋量系决定了机构运动的旋量系的阶数.

定义 9.13 机构约束旋量系为所有 k 个子运动链的约束旋量系的交

集, 即

Sc = Sr
l1 ∩ Sr

l2 ∩ · · · ∩ Sr
lk(λ ≡ dimSc) (9.15)

该约束旋量系与机构运动旋量系互易, 给出了机构的公共约束. 该旋量系的

阶数即为所有子运动链的公共约束的最大线性无关组的约束旋量数目.

定义 9.14 公共约束为由机构中各运动副的特性及其特殊配置对某一

构件产生的共同约束. 对于多环运动链, 为所有子运动链对某一杆件施加的

相同约束.

机构运动旋量系 Sm 涵盖了机构中所有子运动链的杆件间所允许的相

对运动.从对偶的概念来看,机构约束旋量系 Sc 是所有子运动链共享的公共

约束子空间.

9.3 基本旋量系的对偶定理

上节给出的四个旋量系形成了以下定理总结的两对具有对偶关系的旋

量系, 可以通过根据 De Morgan 定律推出的旋量系转换定理、式 (6.49) 与

式 (6.50) 以及旋量系阶数定律式 (6.51) 验证.
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9.3.1 基本旋量系的互易关系定理

定理 9.1 输出杆件运动旋量系 Sf 和输出杆件约束旋量系 Sr 形成输出

杆件的运动与约束的互易关系, 可表示为

(Sf )r = Sr, dimSf + dimSr = f + µ = 6 (9.16)

定理 9.2 机构运动旋量系 Sm 和机构约束旋量系 Sc 形成了机构所有

杆件的运动与约束的互易关系, 可表示为

(Sm)r = Sc, dimSm + dimSc = b + λ = 6 (9.17)

9.3.2 基本旋量系的从属关系定理

由于旋量系的交集总包含于其并集中, 从定义 9.10 至 9.13 可得出如下

定理.

定理 9.3 机构运动旋量系包含输出杆件运动旋量系, 表示为

Sf ⊆ Sm (9.18)

定理 9.4 输出杆件约束旋量系包含机构约束旋量系, 表示为

Sc ⊆ Sr (9.19)

9.3.3 基本旋量子空间的从属与互易关联结构

定理 9.1∼ 定理 9.4 描述了四个基本旋量系的关联关系, 在运动旋量空

间与约束旋量空间中, 这四个基本旋量系分别对应着四个基于互易关系与

从属关系的基本旋量子空间, 如图 9.1 所示.

定理 9.3 与定理 9.4 给出了机构的两个基本旋量系与输出杆件的两个

基本旋量系的从属关系, 根据对偶原理, 上述两组从属关系可互相转换, 如

图 9.2 所示.

由上可知, 定义 9.6 和定义 9.7 中的运动链运动旋量系和约束旋量系形

成了定义 9.10 至定义 9.13 中机构的四个基本旋量系 Sf ,Sr,Sm 和 Sc. 因此,

机构的旋量系决定了机构的运动、约束, 从而能决定机构的活动度. 本章的

旋量系分解理论将对机构活动度问题作更深入的阐述.
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图 9.1 互易对中四个基本旋量子空间的关联关系

图 9.2 机构旋量系从属与互易关系

9.4 公共约束旋量系与其多重集

定义 9.15 公共约束旋量系为机构 k 个子运动链对输出构件施加的相

同约束的最大无关组. 公共约束旋量系也称为机构约束旋量系.

注释 9.3 公共约束旋量系是 k 个子运动链的约束旋量系的交集, 这里

的每一个子运动链都提供这一公共的约束子空间.

定义 9.16 公共约束旋量多重集为

〈Sc〉 = 〈Sr
l1〉 ∩ 〈Sr

l2〉 ∩ · · · ∩ 〈Sr
lk〉 (9.20)

可见式 (9.15). 由于公共约束为各子运动链均提供共同的约束, 因此公共约



9.5 互补约束旋量系与其多重集 · 245 ·

束旋量多重集及其基数可表示为

〈Sc〉 = Sc ] Sc ] · · · ] Sc, (k 个 Sc) (9.21)

和

card 〈Sc〉 = kdimSc (9.22)

式中, 用多重集并算子 ] 来组合子运动链公共约束旋量系的基, 以构建一个

多重集.

由此,可以获得公共约束旋量多重集以及其基数. 其中 ]表示多重集并
运算,类似定义 6.7和定理 6.8中的直和,但允许线性相关并构成新的多重集.

定义 9.17 冗余公共约束旋量多重集为

〈Sc
v〉 = 〈Sc〉 − Sc = Sc ] Sc ] · · · ] Sc, (k − 1 个 Sc) (9.23)

则冗余公共约束旋量的数目为

card 〈Sc
v〉 = (k − 1)dimSc (9.24)

根据以上内容可知, 公共约束旋量系的阶数即为公共约束因子 λ, 它降

低了机构运动旋量系的阶数. 公共约束旋量多重集以及冗余公共约束旋量多

重集对机构活动度计算的影响体现在活动度系数 b的变化中,见后续的 9.9.2

节, 其对基于环路的活动度扩展准则的影响见 9.9.3 节.

9.5 互补约束旋量系与其多重集

定义 9.18 互补约束旋量多重集为除公共约束旋量多重集以外的约束

旋量的集合, 记为 〈Sr
c〉, 可表示为

〈Sr
c〉 = 〈Sr〉 − 〈Sc〉

式中, 〈Sr〉 为输出杆件约束旋量多重集, 其旋量系见定义 9.11.

定义 9.19 互补约束旋量系为互补约束旋量多重集中的最大线性无关

组, 记为 Sr
c .
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定义 9.20 冗余约束也称虚约束1, 是在互补约束旋量多重集中同互补

约束旋量系线性相关的旋量.

互补约束旋量多重集的全部线性相关旋量的集合构成冗余约束旋量多

重集, 记为 〈Sr
v〉 ⊂ Sr

c .

引理 9.2 第 i 个子运动链互补约束旋量系 Sr
ci 为从属于第 i 个子运动

链约束旋量系且与机构公共约束旋量系构成直和关系的旋量系, 即

Sr
li = Sc ∪ Sr

ci, (Sc ∩ Sr
ci = ∅) (9.25)

式中, Sr
li 表示第 i 个子运动链作用于输出构件上的所有约束, 为子运动链运

动旋量系的互易旋量系, 见定义 9.7.

引理 9.3 子运动链约束旋量系可以分解为两部分: 一部分为 Sc, 以约

束全部机构的运动,并约束输出构件的运动,将其保持在机构运动旋量系 Sm

中; 另一部分为互补约束旋量系 Sr
ci, 以进一步约束输出构件的运动, 使其保

持在子运动链运动旋量系 Sli 中, 这里 Sli ⊆ Sm, 见定义 9.12. 当子运动链各

个运动旋量线性无关时, 在式 (9.25) 中, 两部分对应的基元素构成两个不相

交的集合. 当子运动链各个运动旋量线性相关时, 见 9.8 节.

9.6 约束旋量系分解定理

9.6.1 输出杆件约束旋量多重集与互补约束旋量多重集

引理 9.4 输出杆件约束旋量多重集是公共约束旋量多重集与互补约

束旋量多重集的多重集和, 表示为

〈Sr〉 = 〈Sc〉 ] 〈Sr
c〉, (〈Sc〉 ∩ 〈Sr

c〉 = ∅) (9.26)

式中

〈Sr〉 = Sr
l1 ] Sr

l2 ] · · · ] Sr
lk

〈Sr
c〉 = Sr

c1 ] Sr
c2 ] · · · ] Sr

ck

1张启先在 1984 年的《空间机构的分析与综合》中将这种约束称为重复约束或消极
约束.
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式中, 用多重集并算子 ] 来组合子运动链约束旋量系的基, 以构建为两个不

相交的多重集; 〈Sr〉 是输出杆件约束旋量多重集, 表示由所有子运动链作用

于输出构件上的所有约束的集合; 〈Sc〉 是公共约束旋量多重集, 表示作用于

输出构件上的一部分约束,以限制输出构件运动在机构运动旋量多重集 〈Sm〉
的范围中,公共约束旋量多重集具有 k− 1次冗余; 〈Sr

c〉是互补约束旋量多重
集, 进一步限制输出构件的运动到输出构件运动旋量多重集 〈Sf 〉范围内,这

里 〈Sf 〉 ⊆ 〈Sm〉, 见定理 9.3.

由于多重集并的基数等于各个多重集基数的和,式 (9.26)的基数关系可

表示为

card 〈Sr〉 = card 〈Sc〉+ card 〈Sr
c〉 = kdimSc + card 〈Sr

c〉 (9.27)

由定义 9.11 可得

card 〈Sr〉 =
k∑

i=1

card 〈Sr
li〉 = card 〈Sc〉+ card 〈Sr

c〉 (9.28)

式中, k 为子运动链的数目. 另外, 由于一般情况下公共约束旋量多重集与

互补约束旋量多重集不相交, 如式 (9.26), 因此它们的基也不相交, 表示为

dimSr = dimSc + dimSr
c (9.29)

当公共约束旋量系与互补约束旋量系相交时,见 9.8节. 一般情况下,互

补约束旋量多重集 〈Sr
c〉 中包含有需要识别的冗余约束, 其分解可以由下一

节的引理 9.5 给定.

9.6.2 冗余约束旋量多重集

引理 9.5 互补约束旋量多重集可分解为

〈Sr
c〉 = Sr

c ] 〈Sr
v〉 (9.30)

式中, 互补约束旋量系 Sr
c 是互补约束旋量多重集 〈Sr

c〉 中的最大线性无关旋
量组, 其余旋量组成冗余约束旋量多重集 〈Sr

v〉. 显而易见, 该分解并不唯一.

定义 9.21 冗余约束旋量多重集为互补约束旋量多重集与互补约束旋

量系的差, 即

〈Sr
v〉 = 〈Sr

c〉 − Sr
c
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9.6.3 分解定理与分解过程

根据 9.4 节与 9.6.1 节、9.6.2 节对公共约束旋量多重集和冗余约束旋量

多重集等概念的阐述以及引理 9.2 至引理 9.5, 给出下述定理.

定理 9.5 约束旋量系分解定理 在旋量系理论中, 对输出杆件约束旋

量多重集 〈Sr〉 进行下述分解, 可准确识别公共约束旋量多重集、互补约束

旋量系以及冗余约束旋量多重集, 即

〈Sr〉 = 〈Sc〉 ] 〈Sr
c〉 = 〈Sc〉 ] Sr

c ] 〈Sr
v〉 (9.31)

由此,输出杆件约束旋量系与公共约束旋量系及互补约束旋量系有下述关系,

Sr = Sc ⊕ Sr
c (9.32)

该分解与方法构成约束旋量系分解定理.

约束旋量系的分解过程具体为:

(1) 将输出杆件约束旋量多重集分解为公共约束旋量多重集 〈Sc〉 与互
补约束旋量多重集 〈Sr

c〉 (见引理 9.4). 这两个多重集产生两个约束旋量系,即

公共约束旋量系 Sc 与互补约束旋量系 Sr
c .

(2)对输出杆件互补旋量多重集 〈Sr
c〉进行分解,产生互补约束旋量系 Sr

c

以及与其关联的冗余约束旋量多重集 〈Sr
v〉, 即引理 9.5 中的式 (9.30).

注释 9.4

(1) 该定理可获取过约束并联机构的公共约束与冗余约束, 是 9.9 节解

决机构活动度问题的基础.

(2)该定理从旋量系的物理意义出发,揭示了机构的运动机理,即公共约

束旋量系 Sc 施加约束至机构, 输出杆件的运动首先被限制到机构运动旋量

系 Sm, 由此公共约束旋量系也称机构约束旋量系. 互补约束旋量系 Sr
c 进一

步将输出杆件的运动由机构运动旋量系 Sm 约束至输出杆件运动旋量系 Sf .

在这一过程中, 冗余约束旋量多重集 〈Sr
v〉 对机构和输出杆件的运动无约束

作用.

(3) 约束旋量系分解定理与第七章的旋量系关联关系定理, 第八章的

旋量系零空间构造定理以及本章的旋量系对偶定理称为旋量系理论的四大

定理.
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9.7 约束、运动旋量系间以及与多重集的关联关系

9.7.1 互补约束旋量系与冗余约束旋量多重集的关联关系

互补约束旋量多重集基数及其旋量系基数与冗余旋量多重集基数的关

系为

card 〈Sr
c〉 = dimSr

c + card 〈Sr
v〉 (9.33)

将上式代入式 (9.27), 可得式 (9.31) 的基数关系, 为

card 〈Sr〉 = kdimSc + dimSr
c + card 〈Sr

v〉 (9.34)

如上所述, 互补约束旋量多重集 〈Sr
c〉 表示的约束进一步将输出构件的

运动由机构运动旋量多重集 〈Sm〉 限制到输出构件运动旋量多重集 〈Sf 〉 中,

这两种旋量系的关系可见定理 9.3 的表述. 式 (9.30) 中的约束 〈Sr
v〉 为冗余

部分且对将输出构件的运动约束到 〈Sf 〉 没有贡献. 此结论可以总结为以下

推论.

推论 9.1 冗余约束旋量多重集 〈Sr
v〉 从属于互补约束旋量系 Sr

c 并对输

出构件形成冗余约束 (Dai、Huang 和 Lipkin, 2004; 2006).

注释 9.5 冗余约束旋量多重集不影响输出构件的运动, 对机构活动度

没有影响, 但运用 Grübler-Kutzbach 活动度准则运算时, 会被考虑为有效约

束, 以至于活动度出现负值. 本书 9.9 节提出的活动度扩展准则将充分考虑

其对活动度计算的影响.

9.7.2 约束与运动旋量系以及冗余约束旋量多重集的关联关系

继 9.4 节关于公共约束旋量系即机构约束旋量系的讨论与 9.5 节关于

互补约束旋量系的讨论后, 9.6 节提出了输出杆件约束旋量系可分解为公共

约束旋量系和互补约束旋量系, 从而互补约束旋量系与 9.2.2 节提出的四个

基本旋量系共同构成了机构的五个旋量系. 与互补约束旋量系线性相关的

约束旋量构成冗余约束旋量多重集. 由 9.6.3 节定理 9.5 提出的约束旋量系

分解理论与 9.3节提出的旋量系对偶理论,各个旋量系之间以及与多重集之

间的互易与从属、包含与相交等关联关系可由图 9.3 所示的维恩图 (Venn

diagram) 来表示.
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图 9.3 约束与运动旋量系以及冗余旋量多重集维恩图

图 9.3 中有如下几个数学关系式: 1© 为输出杆件旋量系与多重集关系
式; 2© 为机构旋量系关系式; 3© 为机构旋量系与输出杆件旋量系关系式 (参

见 9.2 节与 9.3 节). 在图 9.3 中, 机构运动旋量系 Sm 给出了如式 (9.14) 所示

的机构活动度系数 b (Waldron, 1966);输出杆件的运动旋量系 Sf 生成了输出

杆件相对机架的运动. 定理 9.3 表明了这两个旋量系的相互关系. 机构运动

旋量系的互易旋量系构成了机构约束旋量系 Sc 即公共约束旋量系, 其维数

为 λ. 机构约束旋量系 Sc 为输出杆件约束旋量系 Sr 的子集. 冗余约束旋量

多重集 〈Sr
v〉 与公共约束旋量系 Sc 分离, 但为输出杆件约束旋量多重集 〈Sr〉

的子集, 同时也是互补约束旋量多重集 〈Sr
c〉 的子集. 9.8 节将讨论当冗余约

束旋量多重集 〈Sr
v〉 与公共约束旋量系 Sc 关联时的状态, 此时公共约束旋量

系与互补约束旋量系出现线性相关.

9.7.3 约束冗余因子

根据式 (9.31) 的多重集关系, 相应的基数关系式可以通过将式 (9.27) 与

式 (9.29) 两边分别相减重新表示为

card 〈Sr〉 − dimSr = (k − 1)dimSc + card 〈Sr
c〉 − dimSr

c

= (k − 1)dimSc + card 〈Sr
v〉 (9.35)

由此引出下述推论.
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推论 9.2 包含冗余公共约束旋量数目的机构综合约束冗余因子简称

综合冗余因子 c, 为

c = (k − 1)λ + ν (9.36)

式中, 公共约束因子 λ 及虚约束冗余因子 ν 分别表示为

λ = dimSc

ν ≡ card 〈Sr
v〉 = card 〈Sr

c〉 − dimSr
c (9.37)

注释 9.6 推论 9.2 中, 式 (9.36) 的第一项 (k− 1)λ 表示子运动链组成的

冗余公共约束个数, 该项与机构中运动副分布无关. 然而, 输出构件进一步

受到子运动链中运动副的特殊配置的约束. 第二项虚约束冗余因子 ν 表示

由机构中运动副的特殊配置造成的输出构件的约束的冗余数.

推论 9.3 机构的综合约束冗余因子也可以由约束旋量多重集的基数

和约束旋量系的阶数来表示

c ≡ card 〈Sr〉 − dimSr (9.38)

基于定义 9.17、定义 9.21 和推论 9.2, 该关系还可以进一步表示为

c = (k − 1)dimSc + card 〈Sr
v〉 = (k − 1)dimSc + ν (9.39)

式 (9.39)中,含冗余公共约束的综合冗余因子 c表示输出构件约束旋量

多重集中的冗余旋量的总数, 包含了冗余约束旋量多重集 〈Sr
v〉 的基数和冗

余公共约束旋量多重集 〈Sc
v〉 的基数. 其中冗余公共约束旋量多重集是 k − 1

次重复的公共约束旋量, 见定义 9.17.

当子运动链约束旋量系 Sr
li 确定后, 综合冗余因子 c 可以很容易地由

式 (9.38) 获得, 该计算只需用输出杆件约束旋量多重集集 〈Sr〉 的元素数目
减去其线性无关旋量的数目.

9.7.4 有限位移旋量系、多重集及整周运动

当 9.5 节、9.6 节与本节内容中的旋量系和多重集均为第四章和第五章

中的有限位移旋量时, 以上原理同样适用, 且可以构成群结构以表达机构的

整周运动.
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9.8 公共约束旋量系与互补约束旋量系的关联关系

一般情况, 公共约束旋量系与互补约束旋量系是线性无关的. 当出现线

性相关时, 虽然互补约束旋量系阶数不变, 但公共约束旋量系附属于互补约

束旋量系, 导致输出杆件的冗余约束旋量数增加. 此时, 公共约束旋量系仍

为机构约束旋量系,但冗余约束旋量多重集的基数增加,即 9.7.3节中的虚约

束冗余因子 ν 增加. 其增加数为公共约束旋量系与互补约束旋量系的线性

相关数, 或称公共约束与互补约束交叉冗余度. 这可由下面的分析与逻辑关

系图表示.

9.8.1 公共约束、互补约束与输出杆件约束旋量系的关联关系

若公共约束旋量系 Sc 与互补约束旋量系 Sr
c 线性无关,则输出杆件约束

旋量系为该两个旋量系直和, 表示为式 (9.32). 其逻辑关系见图 9.4.

图 9.4 公共约束、互补约束与输出杆件约束旋量系的关联关系 (Sc ∩ Sr
c = ∅)

若公共约束旋量系 Sc 与互补约束旋量系 Sr
c 线性相关,以机构旋量系中

较为常见的全相关为例,则公共约束旋量系从属于互补约束旋量系 Sr
c . 因此

输出杆件约束旋量系表示为

Sc ∪ Sr
c = Sr

相应的旋量系的关联关系见图 9.5.

图 9.5 公共约束、互补约束与输出杆件约束旋量系的关联关系 (Sc ∩ Sr
c = Sc)
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若公共约束旋量系 Sc 与互补约束旋量系 Sr
c 部分线性相关,则公共约束

旋量系与互补约束旋量系 Sr
c 产生交集. 因此输出杆件约束旋量系表示为

Sr
c ⊕ (Sc − Sc ∩ Sr

c) = Sr (9.40)

其旋量系的关联关系见图 9.6.

图 9.6 公共约束、互补约束与输出杆件约束旋量系的关联关系 (Sc ∩ Sr
c 6= ∅)

9.8.2 约束旋量系与冗余约束旋量多重集的关联关系

若公共约束旋量系 Sc 与互补约束旋量系 Sr
c 线性无关,则冗余约束旋量

多重集 〈Sr
v〉 不变. 约束旋量系与冗余约束旋量多重集关联关系见图 9.7.

图 9.7 约束旋量系与冗余约束旋量多重集的关联关系 (Sc ∩ Sr
c = ∅)

若公共约束旋量系 Sc 与互补约束旋量系 Sr
c 完全线性相关, 即 Sc ⊆ Sr

c ,

则相关部分的公共约束旋量系 Sc 增加了冗余约束旋量多重集 〈Sr
v〉. 此时冗

余约束旋量多重集 〈Sr
v〉 的基数增加, 由此虚约束冗余因子 ν 增加, 其增加部

分是公共约束旋量的阶数. 约束旋量系与冗余约束旋量多重集关联关系见

图 9.8.

图 9.8 约束旋量系及冗余约束旋量多重集的关联关系 (Sc ∩ Sr
c = Sc)
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当公共约束旋量系 Sc 与互补约束旋量系 Sr
c 部分线性相关,公共约束旋

量系与互补约束旋量系 Sr
c 产生交集. 此时冗余约束旋量多重集 〈Sr

v〉的基数
增加, 其增加部分是公共约束旋量与互补约束旋量系相交的阶数. 由此虚约

束冗余因子 ν 相应增加. 约束旋量系与冗余约束旋量多重集部分相交关系

见图 9.9.

图 9.9 约束旋量系及冗余约束旋量多重集的关联关系 (Sc ∩ Sr
c 6= ∅)

9.9 活动度扩展准则

9.9.1 约束与活动度

抓持是展示系统约束原理的最佳物理模型. 任何作用于物体上的约束

可以由运动链提供, 这就可以将关联关系理论延伸到运动链与机构. 如前所

述, 抓持的互易特性是识别旋量系的基础, 而旋量系间的关联关系给出抓持

物体或机构的约束与活动度. 两个旋量系代表不同的物理量, 其关联关系由

式 (8.1)给出.因此,旋量系互易特性可用来区分约束与活动度并给出二者间

的内在关系. 这里需要回顾 6.1.2 节中关于互易旋量系及其源旋量系与约束

和自由运动, 其相互关系在第七章中作了充分研究. 为了充分理解活动度与

自由度, 下面给出相关定义的详细论述.

定义 9.22 活动度全称为相对活动度, 是指机构中最大的连接度, 有时

也称机构的自由度, 或运动链的自由度.

定义 9.23 冗余机构为机构活动度大于输出构件所需自由度的机构,也

称具有运动冗余的机构.

定义 9.24 机构运动冗余度为机构活动度 m 与输出构件自由度 n 之

差, 即 D = n−m,m > n.

注释 9.7 连接度与活动度都为机构的输入参数. 前者为确定单一构件

对另一构件相对位姿的独立参数, 后者为确定所有构件相对位姿的独立参
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数. 一个机构中的不同构件可以有不同的连接度. 活动度是确定连杆机构所

有构件间相互关系的独立参数的数目, 即实现机构中所有构件处于确定位

姿时的控制参数. 活动度是机构中最大的连接度.

注释 9.8 自由度表征机器人操作端的输出参数. 在某些教材中, 机构

的活动度也称自由度, 但表示的是机构本身的输入参数.

目前公认, Grübler (1917)和 Kutzbach (1929)较早地对机构活动度进行了

分析研究. 广义的 Grübler-Kutzbach 活动度准则 (Kutzbach, 1929; Hunt, 1959,

1978; Suh 和 Radcliffe, 1978) 可以计算出含有 n 个刚体构件由 g 个运动副连

接, 其中每个运动副有 fi 个自由度的机构的活动度数 m. 该活动度准则将

所有活动构件的自由度数相加, 再减去所有运动副约束掉的自由度数, 即

m = b(n− 1)−
g∑

i=1

(b− fi)

= b(n− g − 1) +
g∑

i=1

fi (9.41)

式中, n 为构件个数; g 为运动副数目; fi 为第 i 个运动副的自由度数; b 为

活动度系数, 一般情况下, 平面机构和空间机构的活动度系数 b 分别取值 3

和 6.

机构的复杂性使得机构活动度分析变得困难. 为此, Shoham 和 Roth

(1997) 将机构分解为一个单一的简单闭环和一组并行的串联支链. 基于环

路分析, 活动度准则可表示为

m =
g∑

i=1

fi − bl (9.42)

式中, l 指的是独立环个数, 并有下列恒等式

l = g − n + 1 (9.43)

也可以表示为支链数 k 减 1, 即

l = k − 1

上述活动度准则没有考虑机构中运动副的特殊几何配置对机构实际活

动度的影响. 通常情况下, 计算平面机构和空间机构的活动度系数分别为 3
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和 6,但是, Waldron (1966)和 Hunt (1967)指出活动度系数可以取小于 6的正

整数, 这里系数 b 指的是式 (9.14) 中的 dimSm, 也即本章内容中的机构运动

旋量系的阶数. 由此可以引入一个重要概念 —— 公共约束, 公共约束由定

义 9.14 引入. 由此活动度系数 b 值可以表示为

b = 6− λ (9.44)

式中, λ 如式 (9.15) 表示公共约束的阶数. 由于式 (9.17) 表示的平衡方程中

机构运动旋量系和公共约束旋量系互易,因此式 (9.14)中机构运动旋量系的

阶数为总数 6 减去公共约束的阶数 (Hunt, 1978).

9.9.2 基于公共约束与冗余约束的活动度扩展准则

以上关于约束旋量系及其分解的阐述可以用来修正活动度准则, 其关

键是运动副间几何配置造成的影响活动度的公共约束与冗余约束. 典型的

例子可见 Hunt(1967) 使用线性线丛确认空间机构的瞬时旋量轴线并由此解

释了许多过约束连杆机构的存在原理.

本章将公共约束外的约束力旋量构造为互补约束旋量系以及冗余约束

旋量多重集. 任何一个与互补约束旋量系相关的约束旋量均为冗余约束 (张

启先, 1984). 它的消除不影响机构的运动. 约束旋量系的分解可见 9.6 节的

阐述.

由此, 活动度准则式 (9.41) 和式 (9.42) 受两部分影响. 首先, 由引理 9.4

以及定义 9.17,该准则于无意间重复计入了 k−1次公共约束. 以至于少计算

了应有的活动度. 其次, 由引理 9.5 与推论 9.1 可知, 受式 (9.30) 所示的含互

补约束旋量系 Sr
c 与冗余约束旋量多重集 〈Sr

v〉 的互补约束旋量多重集 〈Sr
c〉

的影响, 该准则又无意间将这些冗余约束作为有效约束而导致再次少算了

活动度. 对这些影响, 前者可以通过引入活动度影响系数以考虑公共约束的

影响. 后者可以通过增加 ν 个冗余约束旋量来补偿. 这两部分的补偿引出下

列定理.

定理 9.6 基于公共约束与冗余约束的活动度扩展准则为

m = b(n− g − 1) +
g∑

i=1

fi + ν −ml (9.45)
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根据式 (9.37), 该活动度准则的基数与阶数表示形式为

m = b(n− g − 1) +
g∑

i=1

fi + card 〈Sr
c〉 − dimSr

c −ml (9.46)

式中,活动度系数 b = 6−λ,如式 (9.44);公共约束因子 λ和虚约束冗余因子 ν

分别为公共约束旋量系的阶数和冗余约束旋量多重集的基数,如式 (9.37); ml

为局部活动度. 如果公共约束旋量系与互补约束旋量系相关, 冗余约束旋量

多重集基数则增加这一相关数, 如 9.8 节. 此时式中虚约束冗余因子 ν 为含

公共约束旋量系与互补约束旋量系相关的维数的新的冗余约束旋量多重集

的基数.

注释 9.9 定理 9.6 给出的活动度扩展准则的关键点是引入了式 (9.37)

中的因子 λ 与 ν. 根据该准则, 一个由 g 个自由度分别为 fi 的运动副组成

的 n 刚体机构的活动度 m 的计算需要考虑机构公共约束旋量系的阶数 λ、

冗余约束旋量多重集的基数 ν = card 〈Sr
v〉 以及机构中不常出现的局部活动

度 ml.

9.9.3 基于机构环路的活动度扩展准则

为了计算出基于环路的机构活动度,考虑如式 (9.36)的综合冗余因子 c,

可以得出如下推论.

推论 9.4 基于机构环路的活动度扩展准则可以写为

m =
g∑

i=1

fi − 6l + c−ml (9.47)

根据式 (9.38), 该活动度准则的基数与阶数表示形式为

m =
g∑

i=1

fi − 6l + card 〈Sr〉 − dimSr −ml (9.48)

改进的基于环路的活动度扩展准则使用了约束旋量多重集 〈Sr〉加上冗
余公共约束的综合冗余因子 c,如式 (9.36),包含如定义 9.17的冗余公共约束

旋量多重集 〈Sc
v〉.

同 9.8.2节,如果公共约束旋量系与互补约束旋量系相关,冗余约束旋量

多重集基数则增加这一相关数. 由此 ν 为含公共约束旋量系与互补约束旋

量系相关的维数的新的冗余约束旋量多重集的基数,式 (9.36)中的 c则增加.
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在基于集合论的旋量系分析中,通过引入旋量系对偶定理 9.1至定理 9.4,

可以产生多种不同形式但等价于式 (9.45)和式 (9.47)的活动度修订公式. 这

些公式其实是在 Grübler-Kutzbach 准则的基础上考虑了影响活动度计算的

公共约束的旋量系阶数以及冗余约束的数目. 因此, 通过引入冗余公共约

束以及互补约束旋量多重集 〈Sr
c〉 中的非独立约束旋量数即虚约束冗余因

子 ν, 所有的冗余约束都已被考虑进来. 从计算的角度来说, 冗余约束旋量

数 ν 可以很容易地由式 (9.37) 得出, 一个等价于式 (9.47) 的活动度公式可参

见 (Davies, 1983).

1971年, Davies和 Primose将电路中关于电流和电压的 Kirchhoff电路定

律运用到运动旋量子空间的交和并运算, 以计算机构活动度, 但没有采用互

易约束旋量子空间. Davies (1981, 1983) 将机械体等效于电路, 从而将机构作

为电路网络, 提出了类比 Kirchhoff 定律来分析该网络的方法. 在这种类比

中, 活动度和约束冗余度采用运动旋量或约束旋量的旋量矩阵的行阶梯形

递减变换来确定.

以集合论与旋量理论为基础, 以约束旋量系分解定理为核心的旋量系

分析理论有效地解决了过约束机构的活动度计算问题. 该理论自完整创立

以来 (Dai 与 Rees Jones, 2000, 2001, 2002, 2003; Dai、Huang 与 Lipkin, 2004,

2006),被国内外学者广泛引用,在机构活动度计算以及机构综合领域至今已

有许多成功应用的案例.

9.9.4 活动度扩展准则与旋量系阶数及旋量多重集基数的关联关系

以上两小节分别给出了一般形式的活动度扩展准则和基于环路的活动

度扩展准则.这两个活动度扩展准则通过旋量系理论以及约束旋量系分解定

理充分考虑了公共约束与虚约束的几何含义与物理含义以及它们对机构活

动度造成的影响. 此外, 上述活动度扩展准则也同时考虑了特殊几何条件下

公共约束旋量系与互补约束旋量系线性相关从而产生交叉冗余的情况. 由

此, 旋量系阶数与旋量多重集基数的关联关系揭示了机构出现约束冗余情

况的本质和内涵.

从 9.9.2 节可以清楚地看出, 一般形式的活动度扩展准则采用互补约束

旋量多重集基数与互补约束旋量系阶数之差计算虚约束冗余因子, 同时采

用活动度系数 b 修正冗余公共约束对活动度的影响. 而从 9.9.3 节可以看出,
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基于环路的活动度扩展准则通过输出杆件约束旋量多重集基数与输出杆件

约束旋量系阶数之差计算出综合冗余因子, 进而补偿冗余公共约束与虚约

束对活动度造成的影响. 见引理 9.4 和定理 9.5.

9.10 Sarrus 连杆机构中机构运动与平台约束的对偶特性

本章讲述的对偶性可以通过经典的 Sarrus 连杆机构 (Sarrus, 1853) 进行

解释. Sarrus 连杆机构是 1853 年由法国数学家 Pierre Frédéric Sarrus 发明的.

该机构由两组相互平行的转动副构成的相互垂直的子运动链连接方形板块

组成 (见图 9.10a),可以将有限的旋转运动转化成精确的直线运动.在机构学

的发展历史上, Sarrus 连杆机构不仅是第一个空间过约束机构, 而且是第一

个可以将旋转运动转化成精确直线运动的机构. 它的出现早于 1864 年由法

国工程师 Charles-Nicolas Peaucellier和立陶宛工程师 Lipman Lipkin发现且以

他们名字命名的 Peaucellier-Lipkin 连杆机构 (Ogilvy, 1990), 并由剑桥大学数

学讲师、英国皇家科学院院士 Geoffrey Bennett 构建并演示 (Bennett, 1905).

图 9.10 Sarrus 连杆机构

9.10.1 支链运动旋量系与机构运动旋量系

如图 9.10a, 在 Sarrus 连杆机构中, 上、下两平台由两条支链即子运动链

连接,每条支链由三个相互平行的转动副组成,两条支链的转动副相互垂直.
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图 9.10b 所示旋量表示转动副轴线. 每个支链包含相互平行、串接而成

的三个转动副, 转动副轴线与机构机座平行. 机座位于 x− y 平面内, 支链 1

的三个旋量与 y 轴平行, 支链 2 的三个旋量与 x 轴平行.

支链 1 的运动旋量系可以表示为

Sl1 =





S11 = (0, 1, 0, 0, 0,−b)T

S12 = (0, 1, 0,−c, 0,−e)T

S13 = (0, 1, 0,−h, 0,−a)T





(9.49)

式中, a和 b分别为运动平台和机座的内切圆半径; h为运动平台的高度; c为

旋量 S12 与 x 轴之间的距离; e 为旋量 S12 与 z 轴之间的距离. 旋量符号 Sij

的第一个下标 i 表示支链编号, 第二个下标表示支链中的运动副轴线编号.

同理, 支链 2 的运动旋量系可以表示为

Sl2 =





S21 = (1, 0, 0, 0, 0, b)T

S22 = (1, 0, 0, 0, c, e)T

S23 = (1, 0, 0, 0, h, a)T





(9.50)

合并式 (9.49) 和式 (9.50) 的两支链运动旋量系的基可构造机构运动旋

量多重集. 如 6.3.5 节所述, 多重集可包含重复元素. 由此, 机构运动旋量多

重集表示为

〈Sm〉 = Sl1 ] Sl2

如定义 6.12, card 〈Sm〉 = 6 是多重集的基数. 与一般集合基数不同, 多重

集的基数计入重复元素. 由于 〈Sm〉 只包含五个线性无关的旋量, Sm 的非唯

一基可以选择为

Sm =





S11 = (0, 1, 0, 0, 0,−b)T

S12 = (0, 1, 0,−c, 0,−e)T

S21 = (1, 0, 0, 0, 0, b)T

S22 = (1, 0, 0, 0, c, e)T

S23 = (1, 0, 0, 0, h, a)T





(9.51)

上式表明, 该机构中各连杆间的相对运动最多有五个自由度, 且该机构的运

动旋量系阶数 (Waldron, 1967) 为 5.

9.10.2 支链约束旋量系与运动平台约束旋量系

由式 (9.49) 与式 (9.50), 支链 1 与支链 2 的支链约束旋量系可以表示为
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Sr
l1 =





Sr
11 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T

Sr
12 = (0, 0, 0, 1, 0, 0)T

Sr
13 = (0, 1, 0, 0, 0, 0)T





Sr
l2 =





Sr
21 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T

Sr
22 = (0, 0, 0, 0, 1, 0)T

Sr
23 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T





(9.52)

应该注意的是, 式 (9.49) 和式 (9.50) 所得的各支链运动旋量系是协互易

旋量系.根据 7.3.4节所述的协互易旋量系关联关系推论,支链的约束旋量系

与支链的运动旋量系完全相交. 这可以由式 (9.52) 验证, 各支链的约束旋量

系与其对应的运动旋量系完全相交. 因此, 这里给出了一种计算互易旋量系

的方法.

由此, 机构平台约束旋量多重集包含两个支链约束旋量系的基的集合,

可表示为

〈Sr〉 = Sr
l1 ] Sr

l2 (9.53)

其中 card 〈Sr〉 = 6. 由于 〈Sr〉 只包含五个线性无关的旋量, 因此平台约束旋

量系 Sr 的非唯一基可选择为

Sr =





Sr
11 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T

Sr
12 = (0, 0, 0, 1, 0, 0)T

Sr
13 = (0, 1, 0, 0, 0, 0)T

Sr
22 = (0, 0, 0, 0, 1, 0)T

Sr
23 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T





(9.54)

上式表明, 该机构平台的运动受到了五个相互独立的旋量的约束.

9.10.3 运动平台旋量系与机构旋量系的交集

1. 运动平台约束旋量系与机构运动旋量系的交集

如式 (9.49)、式 (9.50) 和式 (9.52) 所示, 各支链的运动旋量系与其互易

旋量系完全相交. 因此, 由各支链运动旋量系的并集构成的机构运动旋量系

与由各支链约束旋量系的并集构成的运动平台约束旋量系完全相交, 呈现

对偶性. 这种平台约束与机构运动间的对偶性仅出现在机构的各支链的旋

量系与其对应的互易旋量系完全相交时. 因此, 给出了下面的推论.
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推论 9.5 运动平台约束旋量系与机构运动旋量系具有对偶性的充分

必要条件是机构各支链的运动旋量系与其对应的互易旋量系分别完全相交.

2. 运动平台运动旋量系与机构约束旋量系的交集

求平台约束旋量系 Sr 的互易旋量, 可得运动平台的运动旋量系 Sf , 为

Sf = {Sf = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T} (9.55)

同定义 9.10,该旋量系是各支链运动旋量系 Sli 的公共运动旋量的集合,即为

所有支链运动旋量系的交集. 由式 (9.18) 可知, 式 (9.55) 平台运动旋量系 Sf

是式 (9.51) 中机构运动旋量系 Sm 的子集. 因此, 式 (9.55) 表明运动平台具

有一个沿 z 轴方向平移的活动度.

由对偶性质, 求机构运动旋量系 Sm 的互易旋量系, 可得该机构的约束

旋量系 Sc, 表示为

Sc = {Sc = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T} (9.56)

该旋量是由各支链约束旋量系生成, 且为所有支链约束旋量系的交集. 该旋

量系表示机构中的每个杆件都受公共约束的限制. 这一公共约束限制了机

构绕 z 轴的转动. 由于平台约束旋量系与机构运动旋量系完全相交, 因此它

们所对应的互易旋量系, 即 Sf 和 Sc 也完全相交.

结合式 (9.18)与图 9.3,并由上述分析过程可清楚地看出,平台运动旋量

系 Sf 是机构运动旋量系 Sm 的子集. 因此, 机构运动旋量系 Sm 及其约束旋

量系 Sc 间的内在关联关系可以根据定理 7.2 表示为

Sc ∩ Sm = Sc (9.57)

进一步分析, 由式 (9.19) 与图 9.3 可知, 机构约束旋量系 Sc 是运动平台

约束旋量系 Sr 的子集, 机构约束旋量系 Sc 与其运动旋量系 Sm 的并集可表

示为

Sc ∪ Sm = R5 (9.58)

上述各旋量系间的对偶性关系可由图 9.11 所示的维恩图表示.
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图 9.11 Sarrus 机构相关旋量系关联关系的维恩图

9.11 可展球体机构的对偶特性

本章所述的对偶性可用一可展球体机构为示例作进一步阐述. 本节给

出的可展球体机构由分布在球面黎曼圆周上的可展运动环链作为大圆环链

连接而成, 具有对称性. 这些大圆环链包含两支链、三支链和四支链单元.

其中四支链单元是外加两支链的扩展 Surrus 机构, 用来连接两个正交大圆

环链.

9.11.1 扩展 Sarrus 机构

在 Sarrus 连杆机构上对称地添加两个支链, 可得到如图 9.12 所示的扩

展 Sarrus 机构.

图 9.12 扩展 Sarrus 机构
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对于该扩展 Sarrus 机构, 除式 (9.49) 与式 (9.50) 给出的支链 1 与支链 2

的旋量系外, 支链 3 与支链 4 的旋量系可表示为

Sl3 =





S31 = (0, 1, 0, 0, 0, b)T

S32 = (0, 1, 0,−c, 0, e)T

S33 = (0, 1, 0,−h, 0, a)T





(9.59)

Sl4 =





S41 = (1, 0, 0, 0, 0,−b)T

S42 = (1, 0, 0, 0, c,−e)T

S43 = (1, 0, 0, 0, h,−a)T





(9.60)

因此, 机构的运动旋量多重集是包括支链 1 和支链 2 集合在内的四条

支链旋量系的集合, 表示为

〈Sm〉 = Sl1 ] Sl2 ] Sl3 ] Sl4 (9.61)

其中多重集基数为 card 〈Sm〉 = 12. 由于 〈Sm〉 只包含五个线性无关的旋量,

因此, 此子空间 Sm 的非唯一基可选式 (9.51) 给出的 Sm. 该基表明机构中各

杆件间的相对运动最多有五个活动度.

支链约束旋量系的基包含式 (9.52) 的支链 1 和支链 2 约束旋量系以及

如下支链 3 和支链 4 约束旋量系

Sr
l3 =





Sr
31 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T

Sr
32 = (0, 0, 0, 1, 0, 0)T

Sr
33 = (0, 1, 0, 0, 0, 0)T





(9.62)

Sr
l4 =





Sr
41 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T

Sr
42 = (0, 0, 0, 0, 1, 0)T

Sr
43 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T





(9.63)

比较式 (9.52)、式 (9.62) 和式 (9.63), 可以发现该机构的约束子空间具

有 Sr
l1 = Sr

l3 和 Sr
l2 = Sr

l4 的特征. 根据约束旋量系与运动旋量系之间的

对偶关系, 即使它们对应的基不同, 该机构的运动子空间必满足 Sl1 = Sl3

和 Sl2 = Sl4 的特征.

合并四条支链约束旋量系的基,运动平台的约束旋量多重集可以表示为

〈Sr〉 = Sr
l1 ] Sr

l2 ] Sr
l3 ] Sr

l4 (9.64)
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其中 card 〈Sr〉 = 12. 同样, 〈Sr〉 只包含五个线性无关的旋量, 因此子空间 Sr

的非唯一基可由式 (9.54) 选定. 这表明该机构平台运动受到五个线性无关

的旋量的约束. 同式 (9.16), 平台约束旋量系 Sr 的互易旋量给出了平台运动

旋量系 Sf . 该旋量系的基即式 (9.55), 其为如式 (9.12) 所示的所有支链运动

旋量系的交集. 由式 (9.55) 可知机构的运动平台具有一个沿 z 轴的平移的

自由度.相应地, 按照对偶原理, 机构运动旋量系 Sm 的互易旋量给出了机构

约束旋量系 Sc, 其基如式 (9.56) 所示, 是如式 (9.15) 所示的所有支链约束旋

量系的交集. 如 9.2节所述,该约束旋量系作用于机构中的所有杆件,称为公

共约束.

9.11.2 n-支链平台单元

1. 四支链平台单元

上述具有四支链构型的扩展 Sarrus 机构可作为一个连接枢纽用于连

接 Hoberman 可展球机构中分别处于两个相交大圆即黎曼圆上的两组运动

环链, 如图 9.13 所示.

图 9.13 黎曼圆上两运动环链的四支链平台交点

通过球心, 用三个相互垂直的平面将球分成八个卦限. 如图 9.14 所示,

三个黎曼圆分别位于 x − y 平面、x − z 平面和 y − z 平面内. 在每个分布于

黎曼圆上的运动环链中, 均有八个四支链平台单元, 其中四个用于与分布于

另外两个黎曼圆上的运动环链相连接; 另外四个用于与处于卦限中心的三
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支链平台单元 Yi 相连接. 因此, 在位于三个黎曼圆的三个运动环链中共均

布了 18 个四支链平台单元.

具有四支链平台单元的黎曼圆以及被其所在的三个平面分成的八个卦

限如图 9.14 所示.

图 9.14 三个位于黎曼圆上的运动环链及三支链平台单元

2. 三支链平台单元

如图 9.15 所示, 在每个卦限中都有一个三支链平台单元用于连接分布

于三个黎曼圆上的运动环链. 每个卦限中的三支链平台单元都通过一个四

支链平台单元与一个运动环链相连接来强化球体, 因此, 四支链平台单元的

图 9.15 黎曼圆上三个运动环链与 n- 支链平台单元的连接关系
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另一个功能是将三支链平台单元连接到位于黎曼圆上的运动环链.

如图 9.15 所示, 位于 x− z 平面的黎曼圆上的运动环链由八个四支链平

台单元组成. 位于第一卦限中的三支链平台单元 nxyz 分别与位于 x − z 平

面黎曼圆环链上的四支链平台单元 nxz、位于 x− y 平面黎曼圆的第二环链

上的四支链平台单元 nxy 以及位于 y− z 平面黎曼圆第三环链上的四支链平

台单元 nyz 相连接.

三支链平台单元的具体结构如图 9.16 所示.

图 9.16 三支链平台单元

由图 9.16, 对于三支链平台单元, 支链 1 的运动旋量系可表示为

Sl1 =





S11 = (1, 0, 0, 0, 0, b1)T

S12 = (1, 0, 0, 0, a2, b2)T

S13 = (1, 0, 0, 0, a3, b3)T





(9.65)

其互易旋量系有如下形式:

Sr
l1 =





Sr
11 = (0, 0, 0, 0, 0, 1)T

Sr
12 = (0, 0, 0, 0, 1, 0)T

Sr
13 = (1, 0, 0, 0, 0, 0)T





(9.66)

上式的互易旋量系向支链 1 提供了两个约束力矩和一个约束力. 对所

有三个支链, 存在六个约束力矩 Sr
11、Sr

12、Sr
21、Sr

22、Sr
31 和 Sr

32 以及三个约

束力 Sr
13、Sr

23 和 Sr
33, 其中第一个下标表示支链编号, 第二个下标表示支链

内的运动副编号. 其中, 作用于 z 轴上的三个约束力矩 Sr
11、Sr

21 和 Sr
31 相同,

形成了机构运动平台的一个公共约束力矩. 受该公共约束力矩的作用, 旋量
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系降阶成为五阶系统. 同时, 三个支链的三个约束力矩 Sr
12、Sr

22 和 Sr
32 位于

同一平面内, 且线性相关, 构成了一个二阶旋量系并产生冗余约束旋量多重

集 Sr
v 中的一个冗余约束力矩.同理,剩下的三个约束力 Sr

13、Sr
23 和 Sr

33 位于

同一平面, 是线性相关的, 因此产生了另外一个冗余约束力. 由此, 三支链平

台单元中共存在两个冗余约束, 在计算机构活动度时应该考虑该冗余约束.

机构的活动度可以由约束分析加以阐明. 以该机构为例, 由相同约束力

矩 Sr
11、Sr

21 和 Sr
31 产生的一个公共约束力矩与由线性相关的约束力矩 Sr

12、

Sr
22 和 Sr

32 产生的两个线性独立的约束力矩限制了机构的三个转动. 同时由

线性相关的约束力 Sr
13、Sr

23 和 Sr
33 产生的两个线性无关的约束力限制了机

构沿 x轴和 y 轴的移动.由此, 机构的运动平台只有一个沿 z 轴移动的平移,

活动度为 1. 9.9 节已经对机构活动度问题 (Dai, Huang 和 Lipkin, 2004; 2006)

进行了详尽的阐述.

3. 两支链平台单元

四支链平台单元是由相互垂直的两个平面连杆机构组成 (Parise、Howell

和 Magleby, 2000). 去掉一个垂直平面内的两组剪式结构,可得平面两支链平

台连杆机构, 如图 9.17 所示.

图 9.17 具有剪式结构的两支链平台单元

该两支链平台具有特殊的几何尺寸,即 BC = AF, CD = EF ,且连接枢纽

杆件 DE 和 AB 处于两个同心圆的圆弧上. 如图 9.17 所示, 该连杆机构的连

接枢纽杆件位于环链上,且具有两个相关的约束方程 θ1 = π− θ3 和 θ2 = 2θ1.

在这两个约束方程的作用下, 连接枢纽杆件 DE 和 AB 沿 y 轴即经线方向

作直线运动, 且始终位于两个可展的同心圆上. 这就产生了运动平面内的两

个约束, 由此可得该平面机构的活动度为 1.
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9.12 Schatz 连杆机构的运动与约束旋量系

约束的变化导致运动的循环. 在这种情况下, 尽管机构的活动度没有改

变, 空间运动却经历了周期性的变化.

9.12.1 可逆转的立方体和 Schatz 连杆机构

Schatz 在 1929 年从柏拉图正多面体中发现可逆转的立方体时发明了

Schatz 机构. 柏拉图正多面体是规则的凸多面体, 正多面体的面由正多边形

构成, 且所有的面是全等的, 所有的顶角都与同样数量的正多边形面相交.

一共有五个柏拉图正多面体, 包括四面体、六面体、八面体、十二面体与二

十面体. 柏拉图正多面体的对称性与美感使其成为几何学家数千年来最喜

欢的研究科目.

Schatz 的可逆转立方体具有神奇的翻转性质. 由此发明的 Schatz 机构

提供了完美的离心力和向心力的动平衡. 此机构于 1971年获得专利 (Schatz,

1975; Phllips, 1990), 命名为 Turbula, 是工业中唯一获得广泛应用的过约束

机构, 主要用于空间搅拌机. 此机构也可以从关于平面对称八面体, 或者从

如图 9.18a 所示的特殊三面 Bricard 连杆机构获得, 该特殊三面 Bricard 连

杆机构是 Bricard 在 1927 年发现的六个可动 6R 过约束连杆机构之一. 作为

典型的过约束机构, Schatz 机构的活动度不满足 Grübler-Kutzbach 活动度

准则, 但满足定理 9.6 的活动度扩展准则. Schatz 机构的运动学和动力学吸

引了一些学者的注意. Brát (1969) 应用矩阵方法研究了 Schatz 连杆机构的

运动学, 揭示了图 9.18 中中心连杆 3− 4 杆重心的运动和轨迹. Yu (1980) 研

究了此机构的几何特征, Baker、Duclong 和 Khoo (1982) 对该机构进行了运

动学分析, 研究了所有运动连杆的线速度和线加速度分量以及角速度和角

加速度分量, 找出了机构动力学平衡中铰链运动副的关节力以及驱动力矩.

Lee (1997, 2000) 采用Denavit-Hartenberg 参数建立了 Schatz 连杆机构的闭

式位移解, 并进行了机构综合. Lee 和 Dai (2003) 使用 8.3 节的余子式法进一

步揭示了约束力矩的性质及其对机构运动的影响. Cui、Dai 和 Lee (2010) 基

于微分几何学得到了以该机构中心连杆为母线的直纹面的几何特征及代数

关系.

图 9.18a 所示为 Bricard 6R 连杆机构在起始点的位姿, 其六个轴坐落在
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图 9.18 从平面对称 Bricard 6R 连杆机构中获得的 Schatz 连杆机构

立方体的六个顶点. 其中轴 1、2与 6构成立方体的一个底面,轴 3、4与 5构

成立方体顶面. Bricard 6R 连杆机构的起始位姿存在对称平面 π1, 该平面通

过轴线 2 和 5 切割由该六个顶点形成的立方体于对角线上. 调整铰链运动

副轴 1 和 6 的位姿如图 9.18b 所示, 使它们位于与平面 π1 垂直的平面 π2 上,

可得 Schatz 机构. 由此可以建立 Bricard 6R 连杆机构和 Schatz 连杆机构之

间的关联关系. 遵循 Bricard 条件, 即所有相邻轴线之间的夹角是 π/2, 但如

图 9.18b 所示, 将轴 1 和 6 之间的角度变为 0◦, 可获得下列条件:

α12 = α23 = α34 = α45 = α56 = π/2 和 α61 = 0 (9.67)

为获得 Schatz 连杆机构, 除上述条件, 还需要满足轴线条件与连杆长度

条件.轴线条件是关于相邻轴线的公垂线偏移量. 因轴 5与 6公垂线为 0,且

轴 6 与 1 公垂线偏移量为 −R; 又轴 2 与 1 公垂线偏移量为 0, 且轴 1 与 6 公

垂线偏移量为 R, 由此下式成立. 除此之外, 其余所有相邻轴线的公垂线偏

移量为 0. 由此

R2 = R3 = R4 = R5 = 0 和 R1 = −R6 = R (9.68)

因为原始的 Bricard 6R 连杆机构的所有连杆长度都是 a, 所以由其派生

的 Schatz 连杆机构在 Bricard 6R 连杆机构的保留部分也具有相同的连杆长

度, 即

a23 = a34 = a45 = a (9.69)
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在由 Bricard 6R 连杆机构起始位姿构成的立方体中, 所有边长都是 a,

这样立方体底面左后方顶点 2 和立方体顶面右前方顶点 5 之间的对角线的

长度是
√

3a, 由此与对角线平行且有相同长度的新连杆 16 的长度为

a61 =
√

3a (9.70)

显然, 连杆长度 a12 和 a56 为 0, 如下式:

a12 = a56 = 0 (9.71)

以上五式给出了Schatz 机构的几何参数条件.

9.12.2 运动旋量系与约束旋量系

如图 9.19 所示, 将全局坐标系建立在轴 1 上, 以连杆 16 所在的直线作

为 x 轴, 连杆 12 作为 z 轴. 令输入角θ 为轴 2 相对于 x 轴的转动角度, 轴 2

与 y 轴重合时为机构的初始位姿. 此时, 轴 5 平行于轴 2, 输入角 θ 为 0. 由

此坐标可得六个轴线的旋量 (Lee 和 Dai, 2003), 表示为

Sm =





S1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0)T

S2 = (sθ,−cθ, 0, Rcθ, Rsθ, 0)T

S3 =

(
1
2
κcθ,

1
2
κsθ,

√
3

2
cθ,−1

2
Rκsθ − asθ,

1
2
Rκcθ − acθ, 0

)T

S4 =

(
2
κ2

sθ,
1
κ2

cθ,−
√

3
κ

sθ,− 1
κ2

Rcθ − 1
κ

acθ,
2
κ2

Rsθ − 1
κ

asθ,−
√

3
κ2

acθ

)T

S5 =

(
1
κ

cθ,− 2
κ

sθ, 0,
2
κ

Rsθ,
1
κ

Rcθ,
2
√

3
κ

asθ

)T

S6 = (0, 0, 1, 0,−√3a, 0)T





(9.72)

式中, k =
√

(3s2θ + 1).

上述六旋量形成了一个五阶旋量系,为机构运动旋量系 Sm. 从几何特征

容易看出任意五个旋量都是线性无关的. 为了简化运算,选择 S1、S2、S3、S5

和 S6 作为五个独立的旋量.

由 9.3 节, 互易旋量 Sr 可从式 (9.72) 获得, 为

Sc =

{
Sr =

(
1, 0,

3s2θ − 1√
3κ

,
2asθcθ

κ
,R +

2as2θ
κ

, 0
)T

}
(9.73)
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图 9.19 Schatz 机构的全局坐标系

上式给出了机构约束旋量系 Sc, 其旋距为

h =
6aκsθcθ

9s4θ − 6s2θ + 3κ2 + 1
(9.74)

当 θ 等于 0、π/2、π、3/2π 时, 零旋距旋量 Sr 可表示为

Sr =
(

1, 0,
−1√

3
, 0, R, 0

)T

(9.75)

取中心连杆为输出构件, 图 9.19 所示的 Schatz 机构可视为由子运动

链 A1A2A3 和子运动链 B1B2B3 通过中心连杆连接而成的并联机构.

由此, 子运动链 1 由运动旋量轴线 S1、S2 和 S3 构成, 其中旋量 S1

和 S2、S1 和 S3 分别相交. 如将旋量 S2 沿旋量 S1 的轴线方向平行移动

到 S1 和 S3 轴线的交点处, 则产生新的旋量 S′2 = λS2. 由此, 旋量 S1、S′2

和 S3 形成子运动链旋量系 Sc1 的一个协互易基, Sc1 与由旋量 S1、S2 和 S3

形成的旋量系相同. 根据推论 7.2, 它们的互易旋量系 Sr
c1 与该旋量系完全

相交, 两个旋量系是线性相关的. 由此, 两个旋量系的并集形成一个三阶旋

量系.

同理,旋量 S4、S5 和 S6 形成一个子运动链旋量系 Sc2,它与子运动链约

束旋量系完全相交.
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9.12.3 中心连杆的运动循环

如上所述,此机构可以认为是由中心连杆 A3B3 连接两个用于支撑的子

运动链 A1A2A3 和 B1B2B3 构成. 子运动链 A1A2A3 的末端点 A3 在一个球

面上运动,球心是 A2. 同理,子运动链 B1B2B3 的末端点 B3 在第二个球面上

运动, 球心是 B2. 末端点 A3 的轨迹是球面上的一个轮廓圆, B3 的轨迹是另

一个球面上的一个轮廓圆, 如图 9.20 所示. 中心连杆 A3B3 在两个球面上的

两个圆环之间运动,而中心连杆 A3B3 的长度是给予这两圆的一个明显的几

何约束.

因此, 中心连杆的运动特征由子运动链 1 和 2 的球面运动特征决定. 当

输入角 θ 在 0 到 2π 之间变化时, 式 (9.73) 中的约束旋量系 Sr 经历了两个循

环, 在 0 与 π 间完成第一循环, 在 π 和 2π 之间重复这一循环. 所以中心连杆

经历了如图 9.20 所示的两个轮廓圆的变化. 如果将中心连杆看作为一条直

线, 两个循环段与如图 9.21 所示的直纹面完全相同.

图 9.20 连接球面上两个轮廓圆的中心连杆 图 9.21 中心连杆的运动直纹面

基线 ra 作为由点 A3 追踪的直纹面的准线, 为图 9.21 所示的一闭式曲线, 表

示为

ra =




√
3

2
a sin2 θ

−
√

3
2

a sin θ cos θ

a

2
√

4− 3 cos2 θ + d




(9.76)

在该直纹面上, 沿中心连杆的线段 A3B3 为直纹面的母线. 当输入角 θ 为 0

时, A3 位于图 9.21 中左边的 0 位置.
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当输入角 θ 从 0 变化到 π 时, 形成了此闭式曲线. 左边轮廓圆曲线上的

一点与右边轮廓圆的一点由中心连杆长度形成关联. 当输入角 θ 经历从 0

到 π 变化时, 曲线达到全周. 此时, 连杆两端点 A3 和 B3 完成了一个运动循

环. 直纹面母线 e1 作为输入角 θ 的函数以及作为沿连杆 A3B3 的单位向量

表示为

e1 =




−
√

3
2

1 + 3 sin4 θ

4− 3 cos2 θ√
3

2
cos θ sin θ

3 + 3 sin2 θ

4− 3 cos2 θ

1− 3 sin2 θ

2
√

4− 3 cos2 θ




(9.77)

沿连杆 A3B3 的直纹面母线 e1 可扫出一个直纹面, 则直纹面的参数方

程可定义为

S(θ, t) = ra(θ) + te1(θ) (9.78)

由此, 当输入角由 0 到 2π 变化时, 直纹面母线 e1 可追踪到如图 9.21 所示的

运动直纹面.

如果将中心连杆看作一个刚体, 并且将一个空间坐标系加在上面, 那么

当中心连杆作滚动运动时, 两个循环的相位是不同的, 见图 9.22.

图 9.22 Schatz 连杆机构的循环运动

当输入角 θ 到达 π 时, 沿连杆 A3B3 的直纹面母线 e1 返回到它的起始

的位置和姿态. 这就完成了第一个运动循环阶段. 此阶段从图 9.22a 所示的

输入角 θ 为 0 时开始, 到图 9.22b 所示的输入角为 π 时结束. 此时, 局部坐标
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系的坐标轴 zc 指向下方.第二个运动循环开始于图 9.22b所示的输入角为 π

时, 到图 9.22a 所示的输入角为 2π 时结束, 运动循环返回到初始位置. 此时,

固接于连杆的局部坐标系的坐标轴 zc 指向上方.由此可以看出,如不考虑坐

标系并把中心连杆看成一条直线时, 两个运动循环如图 9.21 所示, 是完全相

同的. 当考虑局部坐标系所指示的连杆的真实状态时, 第二个运动循环的运

动正好与第一个运动循环的运动相反.
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附 录

A. 反对称矩阵的交换子特性

定理 A.1 反对称矩阵的交换子存在如下式所示的性质:

V S − SV = V S − (V S)T = [[v × s]×] (A1)

证明 给定向量 v 和 s, 其反对称矩阵可写为

V =




0 −vz vy

vz 0 −vx

−vy vx 0


 和 S =




0 −sz sy

sz 0 −sx

−sy sx 0


 (A2)

将式 (A2) 代入式 (A1), 可得




0 −vz vy

vz 0 −vx

−vy vx 0







0 −sz sy

sz 0 −sx

−sy sx 0




−




0 −sz sy

sz 0 −sx

−sy sx 0







0 −vz vy

vz 0 −vx

−vy vx 0
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=



−vzsz − vysy vysx vzsx

vxsy −vzsz − vxsx vzsy

vxsz vysz −vysy − vxsx




−



−vzsz − vysy vxsy vxsz

vysx −vzsz − vxsx vysz

vzsx vzsy −vysy − vxsx




=




0 vysx − vxsy vzsx − vxsz

vxsy − vysx 0 vzsy − vysz

vxsz − vzsx vysz − vzsy 0


 = [[v × s]×] (A3)

证毕.

B. 反对称矩阵的三重积特性

定理 A.2 反对称矩阵的三重积具有如下式所示的性质:

AsAsAs = −As (A4)

证明 给定一个反对称矩阵, 即



0 −sz sy

sz 0 −sx

−sy sx 0


 (A5)

其三重积为



0 −sz sy

sz 0 −sx

−sy sx 0







0 −sz sy

sz 0 −sx

−sy sx 0







0 −sz sy

sz 0 −sx

−sy sx 0




=




0 −sz sy

sz 0 −sx

−sy sx 0






−s2

y − s2
z sxsy sxsz

sxsy −s2
x − s2

z sysz

sxsz sysz −s2
x − s2

y




=




0 (s2
x + s2

y)sz + s3
z −(s2

x + s2
z)sy − s3

y

−(s2
x + s2

y)sz − s3
z 0 (s2

z + s2
y)sx + s3

x

(s2
x + s2

z)sy + s3
y −(s2

z + s2
y)sx − s3

x 0


 (A6)
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考虑到向量 s = (sx, sy, sz)T 为单位向量, 上述结果可简化为



0 sz −sy

−sz 0 sx

sy −sx 0


 (A7)

证毕.

C. 反对称矩阵的乘积迹及其对应向量的标量积

定理 A.3 两向量的标量积与其对应的反对称矩阵乘法的迹相等, 即

v · s =
−2(vxsx + vysy + vzsz)

−2
=

tr(V S)
−2

(A8)

证明 给定向量v和s, 其反对称矩阵为

V =




0 −vz vy

vz 0 −vx

−vy vx 0


 和 S =




0 −sz sy

sz 0 −sx

−sy sx 0


 (A9)

上述反对称矩阵乘积的迹为

tr(V S) = tr



−vysy − vzsz ∗ ∗

∗ −vxsx − vzsz ∗
∗ ∗ −vxsx − vysy




= −2(vxsx + vysy + vzsz) = −2v · s (A10)

由此, 式 (A8) 成立. 证毕.

D. 旋转轴线与正交矩阵

D1. 螺旋运动轴线的反对称矩阵与旋量矩阵

轴向平移计算公式可简化为

AsR− (AsR)T = As + sin θAsAs + (1− cos θ)AsAsAs

+As − sin θAsAs + (1− cos θ)AsAsAs

= 2As − 2(1− cos θ)As = 2 cos θAs (A11)
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D2. 特征旋量与旋转矩阵

另一种方法可由轴向平移运算给出, 为

(R−RT)R− ((R−RT)R)T = R2 −R2T = (R + RT)(R−RT)

= 2 sin θ(2I + 2(1− cos θ)AsAs)As

= 4 sin θAs − 4(1− cos θ) sin θAs

= 4 sin θ cos θAs (A12)
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中文 英文 章节

B

Bennett 连杆机构 Bennett linkage 1.6

Bricard 连杆机构 Bricard linkage 9.12

柏拉图正多面体, 见 “多面体”

半角 half angle 4.5

半直积 (乘) semi-direct product 4.3, 5.1

伴随 adjoint

伴随表示 adjoint representation 5.1

伴随矩阵 adjoint matrix 8.3

伴随作用 adjoint action 5.1

胞体模型 Study soma 4.7

本征矩量 eigen-motor 3.3

变换矩阵 transformation matrix 5.1

变基矩阵 base-alteration matrix 5.7

标量 scalar 2.4, 4.6

标量积 scalar product 3.2

互易积 reciprocal product 2.8, 3.2

全标量积 full scalar product 3.3

旋量标量积 scalar product of screws 6.1
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标准 4× 4 矩阵表示 standard 4× 4 matrix representation 3.9, 3.10, 5.7

标准表示 standard representation 5.1, 5.7

标准嵌入射影平面 standard embedding projective plane 2.3

表示论 representation theory 1.1

并联机构 parallel mechanism 9.1

不变量 invariant 2.8, 3.1, 5.1

相互不变量 mutual invariant 2.8

不变特性 invariant properties 2.1, 6.2, 8.0, 8.3

C

Cartan 定理 Cartan theorem 4.4

Cayley 方程 Cayley formula 4.5

Cayley-Hamilton 定理 Cayley-Hamilton’s theorem 5.3

Chasles 运动 Chasles motion 1.1, 5.1, 5.2

Chasles 分解 Chasles decomposition 5.2

Chasles 平移 Chasles translation 5.2

Chasles 位移轴 Chasles displacement axis 1.0

Clifford 代数, 也称 “几何代数” Clifford algebra 4.6, 4.7

Clifford 积 Clifford product 4.7

Clifford 算子 Clifford operator 3.3

叉积 cross product 3.1, 4.4, 5.2, 6.2

差异空间 discrepancy space 4.3

超 – hyper-

超二次曲面 hyperquadric 2.1, 4.7

超平面 hyperplane 2.3

超复数 hypercomplex number 4.6

充分必要条件 necessary and sufficient condition 2.8

冲力旋量 impulse screw 9.1

抽象代数 abstract algebra 4.3, 5.10, 6.3, 9.8

初始位置 home position 9.12

初始位姿 home location 5.4

串联机构 serial mechanism 9.1

纯平移 pure translation 3.4

纯旋转 pure rotation 4.1

D

DeMorgan 定理 De Morgan’s law 6.3
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Denavit-Hartenberg 参数 Denavit-Hartenberg parameters 9.12

大圆, 见 “黎曼圆”

代数学 algebra 1.1

单位向量 unit vector 2.1

单位元 identity (element) 4.4, 5.1

单向 (边) 约束 unilateral constraint 9.1

等效平移 equivalent translation 4.7, 5.2

等效平移变换 equivalent translation transformation 5.2

递归分块 recursive partitioning 8.6

点位移 point displacement 5.1

动力学 dynamics 1.5, 9.12

独立变量 independent variable 2.1

对角线部 diagonal part 5.1

对偶部 dual part 3.1

对偶李代数 dual Lie algebra se∗(3) 1.1, 3.5, 5.10, 9.1

对偶数 dual number 1.3, 3.3

对偶单元 dual unit 3.3

对偶角 dual angle 1.3, 3.3, 5.10

对偶 (正交) 矩阵 dual (orthogonal) matrix 1.3, 5.1

对偶算子 dual operator 2.7, 3.2, 6.2, 7.1,

8.1, 8.4, 9.1

对偶向量 dual vector 3.3, 3.9

对偶性 duality 2.7, 2.9, 3.6, 6.3,

9.1

对偶关系 dual relationship 9.1

对偶特性 duality 9.1

对偶原理 principle of duality 9.1

多面体 polyhedron

八面体 octahedron 9.12

柏拉图正多面体 Platonic solid 1.6, 9.12

二十面体 icosahedron 9.12

六面体 hexahedron 9.12

十二面体 dodecahedron 9.12

四面体 tetrahedron 9.12

凸多面体 convex polyhedron 9.12

多重集 multiset 6.3, 9.4

多重集基数 cardinal number of multiset 6.3, 9.7, 9.8

多重集并算子/并运算 multiset union 6.3, 9.4, 9.6
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旋量系与多重集关系式 relationship between screw systems and 9.7

multisets

位置向量 position vector 2.1

张成多重集 spanning multiset 6.3

E

Erlangen 纲领 Erlangen program 1.2

Euler-Rodrigues 参数 Euler-Rodrigues parameters 1.2, 4.6

二次 (超) 曲面 quadric

Klein 二次 (超) 曲面 Klein quadric 2.1, 3.1, 6.1

Study 超二次曲面 Study’s hyperquadric 4.7

超二次曲面 hyperquadric 2.1, 4.7

七维射影空间 seven-dimensional projective space 4.7

双曲型二次曲面 hyperbolic quadric 2.1

二次关系 quadratic relationship 2.7

二次型 quadratic (form) 2.1

二阶无穷小 second order infinitesimal 5.7

二阶约束 quadratic constraint 2.1, 4.7, 7.3

二元运算 binary operation 3.9, 4.4, 5.1

F

法向量 normal vector 2.5

反交换律 anticommutativity 3.9

泛旋量 (矩量) motor 1.0, 3.3

范数 norm 4.4

方向向量 direction vector 2.1

仿射 affine 4.3

仿射变换 affine transformation 4.3

仿射变换矩阵 affine transformation matrix 4.1, 4.3, 5.1

仿射几何 affine geometry 1.0

仿射空间 affine space 4.3, 8.0

仿射群 affine group 4.3

仿射特性 affine properties 4.3

仿射映射 affine map 4.3, 5.1

仿射增广向量 affine augmentation vector 8.1

可逆仿射变换 invertible affine transformation 4.3

非对角线部 off-diagonal part 5.1
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非归一化 non-normalized 4.4

非归一化的旋转轴 non-normalized axis of rotation 4.4

非奇异代数簇 non-singular algebraic variety 5.1

分解 decomposition 5.1

分离 disjoint 1.3, 6.3

封闭性 closure 3.3, 4.4, 5.1

封闭性公理 closure axiom 5.1

幅值 magnitude 3.1, 5.8,6.1, 8.5

幅值向量 magnitude vector 9.1

力旋量幅值 wrench magnitude 9.1

运动旋量幅值 twist magnitude 9.1

副部 secondary part 2.1, 3.1, 4.7, 5.1,

6.1

G

Gauss-Jordan 回代法 Gauss-Jordan back-substitution 8.5

Gauss-Seidel 迭代 Gauss-Seidel iteration 8.5

Gauss-Seidel 消元 (法) Gauss-Seidel elimination 8.1, 8.3, 8.8

Gram-Schmidt 正交 Gram-Schmidt orthogonalisation 8.0

Grassmann 行列式 Grassmann determinants 2.5

刚度 stiffness 9.1

刚度矩阵 stiffness matrix 9.1

刚体位移 rigid body displacement 1.2, 4.2, 5.1

刚体运动 rigid-body motion 3.4

公法线 common normal 2.8, 3.2

公共连杆 common link 1.6

公共约束 common constraint 9.2

公共约束旋量多重集 common constraint-screw multiset 9.4

公共约束旋量系 common constraint-screw system 9.4

公共约束因子 common constraint factor 9.4, 9.7

公共运动空间 common-motion space 9.2

共点 concurrent 6.2

共轭的, 共轭数 conjugate 4.7, 5.7

共轭四元数 conjugate quaternion 4.6

共轭运算 conjugation 4.6, 5.7

共面 coplanar 2.8, 6.2

卦限 octant 9.11
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关联 incidence 2.9, 4.3

关联关系 interrelationship 1.4, 6.1

关联关系定理 interrelationship theorem 7.1

旋量系关联关系定理 interrelationship law of screw systems 7.1, 9.6

关联论 relevance 5.10

广义方程 generalized equation 6.4

归一化 normalized 4.4, 5.4

归一化浮点数 normalized floating-point number 8.8

轨迹规划 trajectory planning 1.4

过约束机构 overconstrained mechanism 1.6, 9.10, 9.12

空间过约束机构 overconstrained spatial mechanism 9.10

特殊三面 Bricard 连杆机构 special trihedral Bricard linkage 9.12

H

Hamilton 算子 Hamilton operator 4.6

Hoberman 可展球机构 Hoberman sphere 9.11

合成 resultant

合成线矢量 resultant line vector 6.4

合成旋量 resultant screw 6.4

合成旋量轴 resultant-screw axis 1.2

核, 见 “零空间”

互矩 mutual moment 2.8, 3.1, 6.1

互易 reciprocal 3.7, 6.1

互易积, 也称 “虚系数” reciprocal product (virtual coefficient) 2.8, 3.2

互易基 reciprocal basis 7.0

互易性 reciprocity 1.2, 3.7, 6.1

互易旋量 reciprocal screw 1.1, 3.2, 6.1, 8.4,

8.7

画法几何学 descriptive geometry 1.6

活动度 mobility 1.5, 9.3, 9.7, 9.9

Grübler-Kutzbach 活动度 Grübler- Kutzbach mobility criterion 9.4, 9.7

准则

活动度扩展准则 extended mobility criterion 9.4, 9.7, 9.9

活动度系数 mobility coefficient 9.4, 9.7, 9.9

行空间, 见 “矩阵空间”

行空间正交补集 见 “矩阵空间”
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J

Jacobi 定理 Jacobi’s theorem 4.4

Jacobi 恒等式 Jacobi identity 3.9, 4.6

Jacobian 矩阵 Jacobian matrix 9.1

机构 mechanism 6.3, 9.2

机构静力学 mechanism statics 9.1

静力学逆解 inverse statics 9.1

静力学正解 forward statics 9.1

静平衡 static equilibrium 9.1

机构拓扑 mechanism topology 1.6

机构旋量系 mechanism screw system 9.7, 9.8, 9.10

机构旋量系关系式 relationship between mechanism 9.7

screw systems

机构约束旋量系 mechanism constraint-screw system 9.2, 9.3

机构运动旋量系 mechanism motion-screw system 9.2

机构综合 mechanism synthesis 1.1

机架 frame 9.2

机器人学 robotics 1.0, 4.5

基本集 basis set 6.3

基数 cardinal number 6.3, 9.4

多重集基数 cardinal number of a multiset 9.6, 9.7

基数关系 relationship of cardinal numbers 9.6

集合论 set theory 1.7, 6.3

集合 set 6.3

集合运算 Boolean operation 6.3

并集 (并运算) union 6.3, 7.1

交集 (交运算) intersection 7.1, 9.1

几何代数, 见 “Clifford 代数”

几何积, 又称 “楔积” geometrical product (wedge product) 4.7

几何学 geometry 2.3

几何变换 geometric transformation 2.9

计算机辅助设计 computer aided design 4.2

交叉冗余度 degree of cross-redundancy 9.8

阶数 order/dimension 6.3, 7.1

并集阶数 order of a union 7.4

阶数定律 dimension law 6.3

旋量系阶数 order of a screw system 6.3, 9.9
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旋量系阶数定律 screw system dimension law 6.3, 9.3

接触旋量 contact screw 9.1

结合律 associativity 4.3, 4.4, 5.1

截距 intercept 2.7

解空间, 见 “矩阵空间”

经典结构 classical structure 4.1

经典位移算子 classical displacement operator 4.8

精度 precision 1.7

局部活动度 local mobility 9.9

矩量, 见 “泛旋量”

矩量代数 (旋量代数), 见 “旋量代数”

矩量分析 motor analysis 1.0

矩阵 matrix

代数余子式 cofactor 8.1, 8.3

单位矩阵 identity matrix 4.4, 5.1

对角线子矩阵 diagonal submatrix 1.7

反对称矩阵 skew-symmetric matrix 3.9, 4.1, 5.1, 5.4,

6.2

非对角线子矩阵 off-diagonal submatrix 1.7

分块矩阵 partitioned matrix 4.1, 5.1, 5.7

符号行列式 symbolic determinant 8.3

迹 trace 1.7, 3.2, 5.3

矩阵乘法 matrix multiplication 4.4, 5.1

列组合 row combination 8.1

满秩矩阵 non-singular matrix 5.2

三阶余子式 third-order cofactor 2.8

三阶子式 third-order minor 6.2

行列式 determinant 2.5, 5.1, 6.2

子矩阵 submatrix 4.1, 8.2

矩阵表示 matrix representation 3.9

矩阵空间 matrix space

列空间 column space 8.1

零空间 (解空间) null space/solution space 8.1

行空间 row space 8.1

行空间正交补集 orthogonal complement of row space 8.3

正交互补 orthogonal complement 8.1, 8.2

矩阵向量空间 vector space of matrices 3.9, 5.1

矩阵运算 matrix operation 4.6, 5.1
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矩阵直积 Kronecker product 4.5

余子式 cofactor 2.8, 8.3

K

Kennedy-Aronhold 定理 Kennedy-Aronhold theorem 9.0

Killing 型 Killing form 3.2

Kirchhoff 定律 Kirchhoff law 9.9

Klein 二次曲面, 见 “二次曲面”

Klein 型 Klein form 2.1, 3.1, 6.1, 6.3,

7.1

Kronecker 积 Kronecker product 4.5

可逆仿射变换, 见 “仿射”

可逆性 inverse 4.4

可逆转立方体 invertible cube 1.6, 9.12

可展机构 deployable mechanism 1.8, 9.0

可展运动环链 expandable kinematic loop-chain 9.11

扩展 Sarrus 机构 extended Sarrus mechanism 9.11

L

LU 分解 LU decomposition 8.5

拉普拉斯展开 Laplace expansion 2.8, 6.2

黎曼圆 Riemannian circle 9.11

大圆 Riemann great circle in a sphere 9.11

李代数 Lie algebras 3.0, 4.2

交换子 commutator 3.10

李代数伴随算子 Lie algebra adjoint operator 3.9

李代数表示 Lie algebra representation 3.4, 5.6

李代数的伴随表示 adjoint representation of Lie algebras 5.7

李代数元素 element of a Lie algebra 1.1, 3.2, 3.4, 4.1,

4.6, 5.7

李积 Lie product 3.10

李括号 Lie bracket 1.7, 3.9, 5.8

李运算 Lie operation 3.9, 3.10

特殊欧氏群的李代数 se(3) 3.0

特殊正交群的李代数 so(3) 3.4, 3.9

无穷小群 infinitesimal group 3.9

左作用 left action 3.10, 5.1, 5.7, 4.2,
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5.7

李群 Lie groups 1.2, 3.9, 4.4, 5.1

矩阵李群 matrix Lie group 4.4, 5.7

李群伴随表示 adjoint representation of Lie groups 5.1

李群伴随算子 Lie group adjoint operator 5.1

李群表示 Lie group representation 5.6

李群作用 Lie action of a group 1.4, 5.7

力旋量空间 wrench space 9.1

连杆系 linkage 9.2

连接度 connectivity 9.2

连续函数 continuous function 5.1

连续运动 continuous motion 1.6, 5.6

列空间, 见 “矩阵空间”

列组合, 见 “矩阵”

灵巧手工作空间 multifingered hand workspace 14.3

菱形 rhombus 4.5

零矩量 zero motor 3.3

零空间 null space 1.5, 8.1

多维零空间 multidimensional null space 1.5, 8.5

核 kernel 8.1

零空间构造定理 construction law of the null space 10.5

零空间向量 null space vector 8.6

旋量系零空间 null space of a screw system 1.5, 6.3, 8.0

左零空间 left null space 8.1

流形 manifold 1.2, 3.9, 4.2, 5.1

连续流形 continuous manifold 1.2, 4.2

微分流形 differentiable manifold 3.9, 4.4

螺旋运动 helical motion 5.2

螺旋运动速度场 helical velocity field 3.4

有限螺旋运动 finite helical motion 1.3, 5.0, 5.5

M

Mozzi 瞬轴 Mozzi’s instantaneous axis 3.4

满射 surjective (mapping) 4.4

末端执行器 end-effector 5.4, 9.1
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N

内积空间 inner product space 8.0

拟圆柱面 cylindroid 1.3

O

欧氏空间 Euclidean space 2.3,4.3, 5.1, 8.1

偶排列特性 even permutation 3.2

P

Pappus 理论 Pappus theorem 1.1, 2.3

Pappus 六边形 Pappus hexagon 1.1, 2.3

Plücker 坐标 Plücker coordinates 1.3, 2.5, 6.2

射线坐标 ray coordinates 2.7, 5.1, 8.7

轴线坐标 axis coordinates 2.7, 5.1, 8.1, 8.7

Plücker 坐标参数关系式 Plücker coordinates correlation 2.7

Poinsot 中心轴 Poinsot’s central axis 3.0

Poinsot 中心轴定理 Poinsot’s central axis theorem 3.5

平面对称 Bricard 6R 连杆机构 plane-symmetric Bricard 6R linkage 9.12

平面方程 equation of a plane 2.4

平面线束 plane pencil 6.2

平面坐标 plane coordinates 2.4

平台旋量系 platform screw system 9.10

平移向量 translation vector 4.7

Q

齐次的 homogeneous 2.3

平面齐次坐标 plane homogeneous coordinates 2.4

齐次变换矩阵 homogeneous transformation matrix 4.1

齐次方程 homogeneous equation 8.1

齐次空间 homogenous space 5.5

齐次位移算子 homogeneous displacement operator 4.2

齐次坐标 homogeneous coordinates 2.3

奇异构型 singularity configuration 9.2

全等变换 congruent transformation 5.2

群 group 4.2

闭合子群 closed subgroup 4.4
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仿射群 affine group 4.3

刚体位移群 group of rigid body displacement 4.3

加群 additive group 4.3

矩阵群 matrix group 5.5

连续群 continuous group 1.2, 4.6, 5.4

平移群 T (3) 4.3, 5.1

商群 quotient group 5.1

特殊仿射群 special affine group SA(n) 4.3

特殊欧氏群 special Euclidean group SE(3) 5.1

特殊三面 Bricard 连杆机构 special trihedral Bricard linkage 9.12

特殊线性群 special linear group SL(n) 4.3, 5.1

特殊酉群 SU(2) 4.6

特殊正交群 SO(3) special orthogonal group SO(3) 1.2, 3.9, 4.4, 5.1

拓扑群 topological group 5.1

位移子群 subgroup of displacements 1.2

旋转群 rotation group 4.4

一般线性群 general linear group GL(n) 4.3, 5.1

因子群 factor group 5.1

有限与连续群 finite and continuous group 1.2

正规子群 normal subgroup 4.3

正交群 orthogonal group 1.2, 3.9, 4.4, 5.1

群公理 group axioms 4.4

群表示 group representation 5.1

群特征 group properties 1.2

群运算 group operation 4.4, 5.7

群运算的结合律 associativity of group operation 5.1

R

Rodrigues 参数 Rodrigues parameters 4.5

Rodrigues 公式 Rodrigues formula 4.4, 4.5, 5.3, 5.9

Rodrigues 向量 Rodrigues vector 4.5, 5.6

人工智能 artificial intelligence 1.0

冗余机构 redundant mechanism 9.9

冗余约束 redundant constraint 9.5

冗余约束旋量 redundant constraint-screw 9.5, 9.6

冗余约束旋量多重集 redundant constraint-screw multiset 9.5, 9.6

冗余约束因子 redundant constraint factor 9.7
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柔度 compliance 9.1

柔度矩阵 compliance matrix 9.1

S
Sarrus 连杆机构 Sarrus linkage 1.6, 9.10

Sarrus 扩展机构 extended Sarrus linkage 10.11

Schatz 连杆机构 Schatz linkage 1.7, 9.12

Schatz 机构的参数条件 parameters of the Schatz linkage 9.12

Study 二次曲面, 见 “二次曲面”

三阶余子式, 见 “矩阵”

三阶子式, 见 “矩阵”

三维射影空间 three-dimensional projective space 2.3, 4.3

三重积 triple product

标量三重积 scalar triple product 2.1

三重积的偶排列 even permutation of a triple product 3.2

向量三重积 vector triple product 2.2

向量三重积恒等式 vector triple product identity 3.4, 3.5

旋量标量三重积 screw von Mises triple product 3.3

射线 ray 2.7

射线坐标, 见 “Plücker 坐标”

射影, 投影 projection 2.3

射影变换 projective transformation 2.3

射影表示 projective representation 2.3

射影几何 (学) projective geometry 1.1, 2.3

投影夹角 projection angle 3.2

射影空间 projective space 2.3

射影李代数 projective Lie algebra 1.1, 3.1, 5.8

射影坐标 projective coordinates 2.3

射影几何学对偶性 duality of projective geometry 2.9

对偶命题 proposition duality 2.3

互对偶图形 figure duality 2.3

互对偶元素 element duality 2.3

对偶运算 operation duality 2.3

交比 cross-ratio 2.3

剩余约束旋量 residual constraint screw 9.1

矢矩 mutual moment of a line vector 2.1

输出杆件 output link 9.2

双覆盖 double cover 4.6
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双曲二次曲面, 见 “二次曲面”

双线性 bilinear

对称双线性型 symmetric bilinear form 3.2

双线性微分算子 bilinear differential operator 3.9

双线性型 bilinear form 2.1

双向量 bi-vector 3.7

双向约束 bilateral constraint 9.1

瞬时旋量轴 instantaneous screw axis 3.4, 9.9

瞬时运动学 first order kinematics 3.6

瞬时运动学逆解 first order inverse kinematics 9.1

瞬时运动学正解 first order forward kinematics 9.1

瞬时转动轴 instantaneous rotation axis 9.6

四维空间 four-dimensional space

四维射影空间 four-dimensional projective space 2.5

四维向量空间 four-dimensional vector space 2.1

四维向量子空间 four-dimensional vector subspace 6.3

四维子空间 four-dimensional subspace 2.3

四元数 quaternion 4.6

Clifford 双四元数 Clifford’s dual quaternion 4.0

Hamilton 四元数 Hamilton quaternion 1.2, 4.6

纯四元数, 向量四元数 pure quaternion, vector quaternion 3.9, 4.6

单位对偶四元数 unit dual quaternion 4.7

单位四元数 unit quaternion 4.6, 5.6

对偶四元数 dual quaternion 1.2, 4.7, 5.0

非零四元数 nonzero quaternion 4.6

共轭四元数 conjugate quaternion 4.6

真四元数 proper quaternion 4.6

算子 operator 4.2

T

弹性 elasticity 9.1

特征 characteristics

单位特征值 unit eigenvalue 4.4

特征旋量 eigenscrew 1.7, 5.4

特征值 eigenvalue 1.0, 4.4, 5.4

同态 homomorphism 4.6, 5.7

投影变换 projection transformation 4.3
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投影变换矩阵 projection transformation matrix 4.3

投影面积 projection area 2.4

透视变换 perspective transformation 4.1

图形学 computer graphics 4.1

拓扑空间 topological space 5.5

W

外积 outer product 4.5

微分算子 differential operator 1.0

位形空间 configuration space 4.4

位移算子 displacement operator 4.2

位姿 location (position and orientation) 4.7, 5.4

位置向量 position vector 4.2, 5.2, 6.2

姿态向量 orientation vector 2.1, 3.9

无穷小位移旋量 infinitesimal displacement screw 5.8

无穷远 infinity 1.1, 2.3, 3.2, 4.3

无穷远处直线 line at infinity 1.1

无穷远点 point at infinity 2.3

五维射影空间 five-dimensional projective space 2.1, 3.1

X

系数矩阵 coefficient matrix 2.6, 8.3

线簇 line variety 2.9, 2.10

特殊线丛 special linear complex 2.10

线丛 linear complex 2.10

线汇 linear congruence 2.10

线列 regulus (line series) 2.10

线矢量 line vector 2.1, 5.2, 6.4

对偶线矢量 dual line vector 3.3

线矢量的自互易特性 self-reciprocity of a line vector 2.1, 7.1

线位移 line displacement 5.4

线性方程组 linear equation 7.1

线性和 linear sum 6.3

线性算子 linear operator 3.10, 4.4

线性系统 linear system 8.8

线性相关 linear dependence 6.2

线性组合 linear combination 6.3
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相似变换 similarity transformation 5.2, 5.7

向量代数 vector algebra 1.1, 3.10, 4.7

向量微积分 vector calculus 1.6

楔积, 见 “几何积”

协互易 co-reciprocal 6.4

协互易基 co-reciprocal basis 9.12

协互易系 co-reciprocal system 6.4

协互易旋量系 co-reciprocal screw system 7.1, 7.3

斜等值线 skew isogram 1.6

斜率 slope 2.7

虚部 imaginary part 4.6

虚系数, 见 “互易积”

虚约束 redundant constraint 9.5

虚约束冗余因子 redundant constraint factor 9.7

旋距 pitch 1.1, 3.1, 3.4, 6.1

旋量 screw 1.1, 3.1, 6.1

力旋量 wrench 3.0, 3.5, 6.1

速度旋量 twist 3.0, 3.4, 5.8, 6.1

旋量表格 Clifford’s table 3.6

旋量代数 screw algebra 1.1, 3.0

旋量的位置向量 position vector of a screw 6.4

旋量对偶形式 dual representation of a screw 3.3

旋量互易性 reciprocity of screws 1.7, 6.1, 14.0

旋量矩阵 screw matrix 5.1

旋量理论 screw theory 1.0

旋量三角形 screw triangle 1.3, 5.5

旋量特性改变算子 screw property-alteration matrix 5.2

旋量微分 screw derivation 3.2

旋量系 screw system 1.5, 6.0, 6.3, 7.1,

8.1

二阶旋量系 screw system of the second order 7.3, 8.7

互易旋量系 reciprocal screw system 1.5, 6.3, 7.1, 8.1,

8.7

基本旋量系 basic screw system 9.2, 9.3

六阶旋量系 screw system of the sixth order 6.2

三阶互易旋量系 reciprocal screw system of the 8.7

third order

三阶旋量系 screw system of the third order 7.4, 8.7
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四阶互易旋量系 reciprocal screw system of the 8.7

fourth order

四阶旋量系 screw system of the fourth order 6.3, 7.3, 8.7

五阶旋量系 screw system of the fifth order 6.3, 7.2, 8.4, 9.12

一阶旋量系 screw system of the first order 6.3, 7.2

旋量系对偶定理 duality of screw systems 9.3

旋量系关联关系定理 interrelationship theorem of screw 7.1, 9.6

systems

多维交集 multi-dimensional intersection 7.1

空间集 null intersection 7.1

一维交集 one-dimensional intersection 7.1

旋量系理论 screw system theory 1.7, 3.7, 6.0, 7.0,

9.1

旋量系转换定理 screw system transformation theorem 6.3, 9.3

旋量运算 screw operation 3.2

互易积 reciprocal product 2.8, 3.2

旋量叉积 screw cross product 3.2

旋量全标量积 screw full-scalar product 3.3

旋量微分 screw differentiation 3.2

旋量轴线 screw axis 3.1, 3.4,5.4

旋量组合矩阵 screw assemblage matrix 8.5

旋转角 revolute joint 4.4, 5.3

旋转矩阵 rotation matrix 4.1

旋转向量 rotor 3.6

旋转轴 rotation axis 4.4, 5.1

有限位移旋量矩阵 finite displacement screw matrix 5.1

轴向平移矩阵 axial translation matrix 5.2

Y

一般螺旋位移 general screwing displacement 4.0, 5.0

一般位移 general displacement 4.8, 9.1

移动副 prismatic joint 6.1

移位分块 shifted partitioning 1.5, 8.5, 8.6

映射空间 mapping space 5.5

有限螺旋位移 finite screwing displacement 1.3, 5.0

有限位移旋量 finite displacement screw 1.2, 5.0, 5.4

有限位移旋量矩阵 finite displacement screw matrix 5.1
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有限位移旋量算子 finite displacement screw operator 5.2

有限位移旋量轴线 finite displacement screw axis 5.4

有限旋转 finite rotation 1.2, 4.4

有限旋转的合成公式 composition formula for finite rotation 1.2

有效约束 effective constraint 9.7, 9.9

有序组合 ordered combination 4.4, 5.4, 5.5, 9.2

余子式, 见 “矩阵”

圆柱副 cylindrical joint 7.3

约束 constraint 1.5, 2.1, 4.7, 6.1,

7.2, 8.4, 9.1

约束空间 constraint space 9.2

约束力旋量 constraint wrench 6.1, 7.2, 8.4

约束旋量多重集 constraint-screw multiset 9.4, 9.5

公共约束旋量多重集 common constraint-screw multiset 9.4

互补约束旋量多重集 complementary constraint-screw 9.5

multiset

平台约束旋量多重集 platform constraint-screw multiset 9.10

冗余公共约束旋量多重集 redundant common constraint-screw 9.4

multiset

冗余约束旋量多重集 redundant constraint-screw multiset 9.5

输出杆件约束旋量多重集 output-link constraint-screw multiset 9.5, 9.6

约束旋量系 constraint-screw system 9.2, 9.6

公共约束旋量系 common constraint-screw system 9.4

互补约束旋量系 complementary constraint-screw system 9.5

机构约束旋量系 mechanism constraint-screw system 9.2, 9.3

平台约束旋量系 platform constraint-screw system 9.10

输出杆件约束旋量系 output-link constraint-screw system 9.2

约束旋量系分解定理 constraint-screw system decomposition 9.6, 9.9

theorem

支链约束旋量系 limb constraint-screw system 9.10

子运动链约束旋量系 subchain constraint-screw system 9.2, 9.5

约束与自由运动 constraint and freedom 7.2

运动副 kinematic pair 9.2

运动链 kinematic chain 9.2

闭环运动链 closed-loop kinematic chain 9.2

开环运动链 open-loop kinematic chain 9.2

子运动链 kinematic sub-chain 9.2

运动冗余度 motion redundancy 9.9
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运动旋量 twist 6.1, 9.1

运动旋量空间 twist space 9.1

运动旋量系 motion-screw system

机构运动旋量系 mechanism motion-screw system 9.2, 9.3

平台运动旋量系 platform motion-screw system 9.10

输出杆件运动旋量系 output-link motion-screw system 9.2

子运动 (支) 链运动旋量系 sub-chain motion-screw system 9.2, 9.5

运动学 kinematics 1.1, 3.6

运动学逆解 inverse kinematics 1.3, 9.1

运动学正解 forward kinematics 9.1

Z

增广的 augmented

仿射增广向量 affine augmentation vector 8.1

增广矩阵 augmented matrix 8.2

增广向量 augmentation vector 8.1, 8.2

增广旋量 augmentation screw 8.4

逐级增广 staged augmentation 1.5, 8.5, 8.6

张成 span 6.3

张量积 tensor product 4.5

阵列 array 2.4

正交矩阵 orthogonal matrix 1.4, 4.1, 5.1

正交空间 orthogonal space 1.5

正交平面 orthogonal plane 3.7

正交向量 orthogonal vector 2.4, 4.7

正交旋转 orthogonal rotation 1.2

正向关系 compelling relation 9.1

正则 canonical 3.8, 4.4

正则旋量 canonical screw 3.8, 7.4

支链 (子运动链) limb (sub-chain) 9.1

支链 (子运动链) 旋量系 limb (sub-chain) screw system 9.2

直和 direct sum 6.3

直积 direct product 4.5

直纹面 ruled surface 2.0, 9.12

直纹面母线 ruled surface generator 9.12

直纹面准线 directrix of a ruled surface 9.12

直线的位置向量 position vector of a line 2.1
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直线几何 line geometry 1.1

直线运动 straight-line motion 1.0, 9.4

指数矩阵 exponential matrix 4.5

指数映射 exponential map 1.8, 4.4, 5.8

秩 rank 2.6, 6.2, 8.1, 8.2

轴线 axis 2.1

轴线方向 axis direction 3.4, 4.5

轴线平移矩阵 axial translation matrix 5.2

轴线坐标, 见 “Plücker 坐标”

逐级增广, 见“增广的”

主部 primary part 2.1, 3.1, 6.1

主动铰链副 actuated joint 1.6

主齐次空间 principal homogeneous space 4.3

抓持 grasp 9.1

静态抓持能力 static graspability 1.7

抓持矩阵 grasp matrix 9.1

抓持系统 grasp system 9.1

准线 directrix 9.12

姿态 orientation 2.1, 4.2, 5.4, 6.2

子代数 subalgebra 1.1

自对偶 self-dual 2.9

自互矩 self-reciprocal product 3.1

自互易 self-reciprocal 2.1, 6.4, 7.3, 7.4

自互易特性 self-reciprocity 2.1

自由度 degree of freedom 9.2

自由向量 free vector 2.1

综合约束冗余因子, 也称 “综 compound redundant-constraint factor 9.7

合冗余因子”

组合运算 combination operation 5.5

坐标变换 coordinate transformation 4.1, 9.6

坐标变换法则 (旋量) coordinate transformation law for a 3.1

screw

坐标系 coordinate frame 3.2, 4.1

固定坐标系 fixed coordinate frame 3.4

局部坐标系 local coordinate frame 4.1

球面坐标系 spherical coordinate frame 4.4

全局坐标系 global coordinate frame 4.1



后 记

写这本书的想法最初起源于 1996年夏天.当时我在第 24届 ASME机构

学双年会发表题为 Task-oriented Direct Synthesis of Serial Manipulators Using

Moment Invariants 的文章1, 随后收到 CRC 出版社的写书邀请. 当时因为忙,

就搁置了. 自 2005 年起, 每年都有出版社邀请我写书, 因为太忙, 我大都推

荐其他学者给出版社. 2010 年底, 在 Springer 出版社多次邀请之后, 我下决

心写这本书.

这些年, 我习惯将自己在研究中的想法写成随笔, 并通过邮件同我的已

毕业的博士和在读的博士生以及学术界的朋友们分享. 现在回头看, 2011 年

至今三年间的这些邮件在不经意间准确地记录了这次著书的历程. 由此, 选

取一部分邮件整理 (略有改动) 如下, 以期与读者深入交流.

1. 著书的起源

<2013.04.19> Mr Screws

由于 1967—1968 年停课期间对三角几何与因式分解的训练以及 1978—

1984年上海交通大学在读期间对空间几何的酷爱和线性代数的迷恋,自 1989

1Dai, J.S., Holland, N. and Kerr, D.R. (1996) Task-oriented direct synthesis of serial manipu-

lators using moment invariants, Proc the 24th ASME Biennial Mechanisms Conference, August

19-22, 1996, Irvine, California.



· 304 · 后 记

年初夏到 Salford 大学2 后, 我就开始对旋量理论产生兴趣. 从那时起, 我深

入攻读了 Hunt3的机构运动学论著, 广泛阅读了 20 世纪 20 年代以后的几何

与代数书籍. 在 John Sanger和 David Kerr主持的研究组研讨会上,我作了多

次关于旋量理论的研究报告. 当时我主要研究抓持的旋量空间理论, 将刚体

几何特性映射到旋量空间, 开展抓持有效性与稳定性的探索. 在《旋量映射

空间及其机器人抓持应用》的博士论文4中, 我阐述了研究中发现的旋量线

性相关理论、旋量系关联关系理论以及旋量特性转换矩阵, 提出了 “旋量理

论与旋量系特性的新角度研究”. 由于对旋量理论研究的专注与投入以及对

那些难度较高的论著的攻读, 被做访问学者时的导师 Sanger 和攻读博士时

的导师 Kerr 戏称为 Mr. Screws. 我当时撰写了许多文章手稿, 但没有投稿.

从 1995年底起, 这些手稿连同我的许多推导、批注、心得被全部打印、装订

和整理, 并仔细地放入木箱里, 存放于车库中. 在往后的 18 年中, 这几箱材

料从曼彻斯特搬到达勒姆, 从达勒姆搬到伦敦.

自 1990年起,我持续地作旋量理论与旋量系特性的研究,于 1991年发表

了有关三瞬心定理的文章5, 于 1995 年发表了有限位移旋量的文章6, 于 1996

年发表了扩展抓持矩阵的文章7,于 2000年在纪念 Ball论著 100周年研讨会上

发表了互易旋量求解文章8, 于 2001 年提出了旋量系关联关系理论9, 于 2002

2英国 Salford 大学在 20 世纪 90 年代初对旋量理论的研究十分活跃, 是英国乃至欧洲
研究旋量理论的中心. 由 John Sanger 教授和 David Kerr 博士牵头的机构学中心经常性
地组织学术研讨会, 不断地有国际旋量理论专家造访.

3Hunt, K.H.(1978) Kinematic geometry of mechanisms, Clarendon Press, Oxford.
4Dai, J.S. (1993) Screw Image Space and Its Application to Robotic Grasping, PhD Disserta-

tion, University of Salford, Manchester.
5Dai, J.S., and Kerr, D.R. (1991) Geometric Analysis and Optimisation of a Symmetrical

Watt Six-Bar Mechanism, J. Mech. Eng. Sci., 205(4): 275-280.
6Dai, J.S., Holland, N. and Kerr, D.R. (1995) Finite twist mapping and its application to

planar serial manipulators with revolute Joints, J. Mech. Eng. Sci., 209(C3): 263-272.
7Dai, J.S. and Kerr, D.R. (1996) Analysis of force distribution in grasps using augmentation,

J. Mech. Eng. Sci., 210(C1): 15-22.
8Dai, J.S. and Rees Jones, J. (2000) Vectors of Cofactors of a Screw Matrix and Their Rela-

tionship with Reciprocal Screws. International Symposium Commemorating the Legacy, Works,

and Life of Sir Robert Stawell Ball Upon the 100th Anniversary of “A Treatise on the Theory of

Screws”, 9-11 July, Cambridge, UK.
9Dai, J.S. and Rees Jones, J. (2001) Interrelationship between screw systems and correspond-

ing reciprocal systems and applications, Mech. Mach. Theory, 36(5): 633-651.
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年提出了零空间构造理论10, 于 2003 年提出了互易旋量求解理论11, 于 2004

年、2006 年提出了并联机构旋量系理论12,13, 于 2006 年发表了理论运动学

史 200年回顾的文章14.在过去的 20多年中,正如多年前对学生所谈到的,我

的学术生涯是一直向前冲, 没有时间回头看. 自己改 20 多遍的文章见于期

刊了, 但没时间品赏, 又开始新的攻关. 许多时间是与学生和其他学者一道,

全力做新的研究, 写新的文章. 直到 2010 年底打开车库的木箱, 翻看这些打

印装订得整整齐齐的手稿时, 我才感到一阵阵的心痛. 竟然完成了这么多的

推导与理论, 但这些研究却始终不见天日. 至今, 我的许多研究仍沉睡在车

库的木箱里. 这引起了新生 (我的博士生, 下同) 最近有趣的称呼, 即 “木箱

里的理论”.

从那一刻起, 我想应该尽早将这些研究总结并撰写出来. 2011 年 1 月我

到热那亚的意大利理工学院作合作研究, 夜晚在旅馆里, 一气呵成写出了当

时的 12 章目录. 由于这些理论与文章一直徘徊在我的脑海中, 逻辑明朗, 脉

络清晰,因此于 2011年底就基本完成了全书的写作.国际著名理论运动学与

机构学专家 Bernard Roth 浏览我的初稿后为之惊讶, 他在 2012 年 3 月 10 日

写到, “你竟然只花 15 个月就完成了这项宏伟的工程, 衷心祝贺你取得这一

成果”. 不过, 此后的又一个 “15 个月” 可谓是更艰苦的著述与修改时期.

我的事情实在太多, 且很多事情急如火燎, 如不及时处理, 就会出大问

题.因此,常常要拼命几周,将事情都处理了,才能有一小段稳定时间来写书.

这样,写书的时间经常是支离破碎的,艰苦异常. 旅馆、饭店、火车、机舱,无

论何时何地, 我总是在推导、修改与著述.

10Dai, J.S. and Rees Jones, J. (2002) Null space construction using cofactors from a screw

algebra context, Proc Royal Society London A: Mathematical, Physical and Engineering Sciences,

458(2024): 1845-1866.
11Dai, J.S., and Rees Jones, J. (2003) A Linear Algebraic Procedure in Obtaining Reciprocal

Screw Systems, Special Issue in Commemoration of Prof J Duffy, J. Robot. Syst., 20(7): 401-412.
12Dai, J.S., Huang, Z. and Lipkin, H. (2004) Screw system analysis of parallel mechanisms and

applications to constraint and mobility study, Proc of the 28thBiennial Mechanisms and Robotics

Conference, Sept. 28-Oct. 2, Salt Lake City, USA.
13Dai, J.S., Huang, Z. and Lipkin, H. (2006) Mobility of overconstrained parallel mechanisms,

ASME J. Mech. Des., 128(1): 220-229.
14Dai, J.S. (2006) A historical review of the theoretical development of rigid body displacements

from Rodrigues parameters to the finite twist, Mech. Mach. Theory, 41(1): 41-52.



· 306 · 后 记

2. 有限位移旋量的研究

<2013.02.08, 2013 年蛇年除夕夜>

关于有限位移旋量的讨论非常有意义, 这是旋量理论的一个关键点. 大

多数人认为旋量是瞬时量, 只有那些于 20 世纪 90 年代研究 finite twists, 包

括早期研究 finite displacement screws 的学者才认为旋量也包括位移, 即包括

非瞬时量.

Ball理论的基本点是 small displacement,此为瞬时量. Ball在论著中指出,

In the case of a twisting motion about a screw α the rate at which the amplitude of

the twist changes may be called the twist velocity and be denoted by α(.)15. 虽然 Ball

理论出发点是, “the theory of screws is founded upon two celebrated theorems. One

relates to the displacement16 of a rigid body. The other relates to the forces17 which

act on a rigid body”, 并提出了 screw displacement 的概念, 但是其基本理论是

基于 dynamics 的.

最早提出 displacement screws 的学者是 Dimentberg18-20 , Yang21 进而

在 1964 年进行了发展. Tsai 和 Roth22 演变出 screw axis geometry for finitely

separated positions,提出了 screw cylindroid和 instantaneous screw cylindroid,并

发展了 Ball 理论. 前者演变为 screw triangle, 由两位移旋量求取合成位移旋

15Ball, R.S. (1876) Theory of screws: A study in the dynamics of a rigid body, Hodges, Foster,

and Co., Grafton-Street, Dublin.
16Chasles, M. (1830) Note sur le propriétés générales du systéme de deux corps semblables

entr’eux et places d’une maniére quelconque dans l’espace; et sur le déplacement fini ou infiniment

petis d’un corps solide libre, Bull. Sci. Mach, Ferussac, 14: 321-326.
17Poinsot, L. (1806) Sur la composition des moments et la composition des aires, Paris Journal

de l’Ecole Polytechnique, 6(13): 182-205.
18Dimentberg, F.M. (1950)The determination of the positions of spatial mechanisms, Izdat,

Akad, Moscow, USSR.
19Dimentberg, F.M. and Kislitsyn, S.G. (1960) Application of screw calculus to the analysis

of three-dimensional mechanisms, Trudy II Vsesoyuznogo soveshchaniya po problemam dinamiki

mashin.
20Dimentberg, F.M. (1965) The screw calculus and its application to mechanics (in Russian)

Izdat. Nauka, Moscow, English Translation, Foreign Technology Division, U.S. Department of

Commerce, (N.T.I.S), No. AD 680993, WP-APB, Ohio, 1969.
21Yang, A.T. and Freudenstein, F. (1964) Application of dual-number quaternion algebra to

the analysis of spatial mechanisms, ASME, J. Appl. Mech., 86(2): 300-309.
22Tsai, L.W. and Roth, B. (1973) Incompletely specified displacements: Geometry and spatial

linkage synthesis, ASME, J. Eng. Ind., 95(B): 603-611.
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量, 即旋量三角形法则. 这一 (finite) screw displacement 在 Bottema 与 Roth23

的书中写得很详细.

采用displacement screw 这个名词的, 应该是 Dimentberg19 和 Yang20; 采

用 finite twists 和 finite displacement screws 的是 Parkin24、Hunt25 (通过 Study

八维坐标与对偶四元数关联)、Huang和 Roth26 以及 Dai、Holland和 Kerr6,27.

Finite displacement screws (有限位移旋量)也称 finite twists的提出是旋量

理论由瞬时量到非瞬时量的飞跃, 进而可与李群及对偶四元数相联系. 缺少

这一步, 旋量与李群及对偶四元数就无法贯通, 但这也是旋量理论发展的必

然结果.由此而来,我们常说的具有瞬时性的 screws与具有非瞬时性的 finite

displacement screws 就分别对应于李代数与李群.

20 世纪 90 年代一些学者对 finite twists 与 finite displacement screws作了

定义.

(1) Parkin23 (1992): 从一个坐标系到另一坐标系的变换 (原作者未给出

具体定义, 但从内容上可以看出);

(2) Huang 和 Roth26 (1994): 空间刚体的位移 (原作者未给出具体定义,

但从内容上可以看出);

(3) Dai、Holland和 Kerr6,27 (1995): specify a screw displacement by describing

the position and orientation of an object from one location to another location (采

用刚体两个状态的位姿定义螺旋式位移);

(4) Davidson 和 Hunt28 (2004): specify a screw displacement, to establish the

relative location of two Cartesian frames (定义了建立两坐标系相对位姿的螺

旋式位移).

23Bottema, O. and Roth, B. (1979) Theoretical kinematics, North-Holland Series in Applied

Mathematics and Mechanics, North-Holland, Amsterdam.
24Parkin, I.A. (1992) A third conformation with the screw systems: Finite twist displacements

of a directed line and point, Mech. Mach. Theory, 27(2): 177-188.
25Hunt, K.H. and Parkin, I.A. (1995) Finite displacements of points, planes, and lines via

screw theory, Mech. Mach. Theory, 30(2): 177-192.
26Huang, C. and Roth, B. (1994) Analytic expressions for the finite screw systems, Mech.

Mach. Theory, 29(2): 207-222.
27Holland, N., Dai, J.S. and Kerr, D.R. (1995) Application of the finite twist in serial manipu-

lator workspace investigations, Proceedings of the 9th World Congress on the Theory of Machines

and Mechanisms, August, Milano, Italy, 1757-1761
28Davidson, J. and Hunt, K.H. (2004) Robots and screw theory, applications of kinematics and

statics to robotics, Oxford University Press, New York.
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从以上观点来看, 并没有规定 finite displacement screws 或 finite twists 是

微小量. 正如李群不需要是微小量, 只要是光滑流形就行. 由此认为,我之前

的建议 (见下面邮件内容)是可行的. 2005年起,我在国内提出微小位移旋量

的概念, 着重在微小量上, 但其本质是有限位移旋量.

<2013.02.05> 有限位移旋量

我在这几个月有同感. 因为这同于 “有限群”,源于 finite groups,

中文应翻译为 “有限位移旋量”. 但在书里第一次出现时,我将说明

一下也有采用 “微小位移旋量” 的情况, 该说法主要是考虑该类型

旋量的运动范围非常小. 为了保证中文描述的严谨性以及同微分

旋量的区别, 本书采用 “有限位移旋量”.

这种类型的旋量不一定是非常小, 任何描述位移的旋量都可以. 我想这

可以从我之前的分析中得出, 也可从其与李群的对应性得出. 这样就改变了

目前认为旋量只解决瞬时问题的观点.

2012 年 6 月我与 Bernie Roth 在因斯布鲁克的第 13 届 ARK 研讨会期

间以及 2012 年 7 月与 Ken Waldron 在天津的第 2 届 ASME/IFToMM 可重

构机构与机器人大会29 期间, 都谈到上述的观点并进行了讨论. 他们在 finite

screws 与 finite displacement screws 的选择中, 建议采用后者. 希望上面的讨

论对你们 (指我的学生) 有所帮助. 我很高兴新生的详尽分析, 东明 (Khalifa

大学助理教授)的寻经问典, 也很高兴崔磊 (Curtin大学助理教授)、克涛 (伦

敦大学国王学院助理研究员) 与国武 (伦敦大学国王学院助理研究员) 的思

考与多方论证. 我希望你们都能成为理论家. 我们需要理论家, 而现在理论

家太少. 祝大家春节愉快, 万事如意! 在新的一年有进一步的发展!

3. 旋量系理论的研究

<2013.04.17>

“旋量系理论” 的研究应该追溯到我 1991—1993 年期间的研究. 我常

说 2001 年的 MMT 文章花了我十年时间, 就是从那时算起的. 文章的概念

29Dai, J.S., Zoppi, M. and Kong, X.W. (2012) Advances in reconfigurable mechanisms and

robots I, Proceeding of the second ASME/IFToMM International Conference on Reconfigurable

Mechanisms and Robots (ReMAR 2012), Springer, London.
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在 1992 年和 1993 年的研究组研讨会上给大家讲30, 总不被理解. 1994 年反

复修改成稿后, 于 1995 年在米兰的 IFToMM 第 9 届世界大会上送给 Stewart

并联机构分析的国际权威专家 Gene Ficther31 教授看, 得到肯定. 1996 年访

问 SCARA机器人的发明人——山梨大学牧野洋32 教授时,在旅馆里基于集

合论又全部改写了一遍. 1998 年在亚特兰大参加第 25 届 ASME 机构学双年

会后, 应邀到国际旋量权威专家佛罗里达大学 Joe Duffy33教授家住了一晚,

我当时请他看了这篇手稿. Duffy 说这个创新就在于将集合论引入到旋量系

研究中. 这就是我于 2001 年发表的关于旋量系关联关系理论文章的十年写

作道路.

我的旋量系理论研究是基于 1993 年博士论文4 中提出的旋量理论与旋

量系特性的新角度研究以及上述十年完成的并于 2001年发表的关于旋量系

关联关系理论的 MMT 文章9, 加上其后持续研究并于 2002 年发表的关于零

空间理论的皇家学报文章10 以及 2003年关于互易旋量系解空间的机器人系

统学报文章11, 到 2004 年12 和 2006 年13 并联机构旋量系理论文章完成时, 已

逐步形成了旋量系理论. 对于该理论, 东明与克涛用得好, 经常在分析并联

机构的各种旋量系34-36 时用到, 并成功地分析了多种机构的活动度, 尤其对

活动度 37 理解得好.我 2004年和 2006年的文章也被引用为并联机构相关的

旋量系理论. 另外, 我的旋量系理论也被其他著作所采用.

根据新生的提议,将书中的旋量系关联关系定理、旋量系零空间构造定

理以及约束旋量系分解定理列为旋量系理论的三大定理. 我加上旋量系对

30Dai, J.S. (1993) Relationship between screw systems. Seminar Note, University of Salford,

Manchester.
31Fichter, E.F. (1986) A Stewart platform-based manipulator: General theory and practical

construction, Int. J. Robot. Res., 5: 157-182.
32牧野洋 (1980) 自动机械机构学, 科学出版社, 北京.
33Duffy, J. (1996) Statics and kinematics with applications to robotics, Cambridge University

Press, New York.
34Gan, D.M., Dai, J.S. and Caldwell, D.G. (2011) Constraint-based limb synthesis and

mobility-change-aimed mechanism construction, ASME J. Mech. Des, 133(5): 051001.
35Zhang, K., Dai, J.S. and Fang, Y. (2010) Topology and constraint analysis of phase change

in the metamorphic chain and its evolved mechanism, ASME J. Mech. Des., 132(12): 121001-

121011.
36Zhang K., Dai, J. S., and Fang, Y. (2013) Geometric constraint and mobility variation of

two 3SvPSv metamorphic parallel mechanisms, ASME J. Mech. Des., 135(1), 11001.
37Gan, D.M., Dai, J.S. and Liao, Q.Z. (2010) Constraint analysis on mobility change in the

metamorphic parallel mechanism, Mech. Mach. Theory, 45(12): 1864-1876.
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偶定理, 这就形成了旋量系四大理论.

<2013.05.27> 理论研究

很多方面需要系统的理论,而这里面有很深的理论,还没有挖掘. 回想我

在 1991年研究的 Gibson和 Hunt的两篇旋量系文章以及 1992年研究的 Rico

和 Duffy 的三篇旋量系文章, 他们都是一个系一个系地检查其相关关系. 我

当时想, 这里面一定有规律, 并研究出了雏形. 我在 Salford 的研讨会上谈

了, 但都觉得玄. 经过 Fichter教授的肯定、到日本作高访时的再创作以及后

来 Duffy 教授的首肯, 这一理论得以缓慢发展. 因此, 任何事物都有规律, 我

的 2004/2006 年的并联机构旋量系文章已经很接近综合. 这篇文章的后续就

是综合, 当时也同 Lipkin 谈到过这一点.

在学术道路上, 路向何方? 我想, 关注理论问题就是方向. 任何时候都不

能被现象所迷惑, 而要看到实质.

<2013.10.26> 例题 8.9

我一早起来, 看了康熙 (我的博士生, 下同) 的邮件. 我在空间画了图, 对

这个空间机器人认真想了一下. 首先这个第四旋转臂的 z 分量是对的. 因

为 S4 的 sin(θ)投影只投影到了一个倾斜平面,投影线也是与 z 轴倾斜的. 必

须继续投影. 所以这一分量是对的. 由于是倾斜线, 也同时产生了 x 与 y 的

分量. 所以 x 与 y 分量的第二部分由此产生.

另外, 在第一次 S4 的 sin(θ) 投影时, 又有 S4 的 cos(θ) 产生了与 z 轴垂

直的分量. 该分量分解产生了 x 与 y 分量的第一部分. 所以 S4 主部是正确

的. 如此看来, 副部也是正确的.

作为一名出色的机构学家, 还需要有非常好的三角几何, 空间几何, 与

解析几何. 请不要完全迷信矩阵运算与计算机的结果, 自己要用最保险的方

法进行验证. 这种三角几何法是一种验证办法. 任何东西不能偏听偏信, 要

自己验证, 由此可以产生自己的想法、自己的文章. 康熙做得很好. 另外, 三

角几何法发的文章也很有特色. 我将这一邮件转抄大家.

<2013.10.28> 由例题 8.9 引申到搞研究、写文章、审稿以及授课

我想这里有个哲理问题, 我们大家都可以得到启示. 首先请大家认真读

一下我上面的周六 (指 10 月 26 日, 下同) 早晨的邮件. 从这一例题, 我们可
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以引申出许多要点.

一是如何开展研究, 找到研究的方向. 这就需要对这样一类问题进行

探讨.

二是写文章. 文章中需要写出问题与数学公式的物理涵义, 而不是简单

地列举一堆数学公式, 而没有解释. 这是学生做作业, 不是写文章. 文章中需

要写出这些解释, 类似于我周六早晨所写的. 要写出这些, 就必须理解, 也才

能写到位. 这就是一篇文章如何写就与如何写长的道理.

三是正如我对康熙所说, 一种方法做出的, 一定要用另一种方法进行验

证. 而三角几何法更直观, 更不容易出错.所以常常是做验证的手段. 审稿人

常常采取这种方法验证论文. 如果你的简单推算被审稿人验证后是正确的,

审稿人就默认你的复杂推算是正确的. 例如, 我验证出康熙对旋量 S4 主部

的运算是正确的,经过简单推理,我就可以默认他运算出的副部也是正确的.

这种情况出现在我的一位博士生 Paresh Shah在 2002年的毕业答辩中. 他研

究灵巧度定理, 做了许多工作. 当 Bath 大学名教授 Tony Medland 来答辩前,

Tony Medland 先用几何方法进行了验证, 认为是对的. 这才让他通过, 结果

答辩是成功的. 审稿人常常也是这样验证的.

四是能否用语言将一串数学公式讲清楚: 一是取决于你对问题理解的

程度; 二是表达能力. 当一名好的教师, 一定要注意将这些问题的物理意义

表达清楚. 这即是写一篇好文章的本领, 也是及早训练讲授本领的契机.

我觉得这四点对你们现在与将来都很重要, 所以写出来, 希望对你们有

启示. 请注意, 哲理与关联存在于每件小事中.

4. 旋量代数与李群、李代数的研究

<2012.01.04> 李群、李代数内容

我在元旦前后, 又做了一些工作, 主要是提炼这本书中关于李群、李代

数的内容. 我的第二章 (现在为第三章) 内容事实上是李代数, 第三章 (现在

为第四章)、第四章 (现在为第五章) 内容是李群. 所以我把这些概念又强化

了一下. 同时我研读了 18、19 世纪欧洲数学史, 研究了旋量及李群、李代数

的发展史,研究了 1913年起步的 spinor和自 1830年起步的旋量研究历史,于

昨天下午和晚上草拟了数学版的前言, 由于扫描仪有问题,由新生在深夜 11

点钟将手稿拿去, 同康煕一起打字, 到今天凌晨 1 点钟我才收到稿件.
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<2012.01.22> 有限位移旋量与李群以及旋量与李代数的关联

请见我对后五章的著述与修改. 对这五章, 我是一气呵成的, 似乎这五

章形成了很好的结构. 在过去的几周, 我抓住一切空隙, 彻底地整理了前七

章的思路, 并写出了额外一章作为绪论. 这段时间的突破是彻底贯通了有限

位移旋量与李群以及旋量与李代数. 这一突破已经天衣无缝地吻合在前几

章节的论述中.

当完成这一理论突破后, 我将重新回到前七章 (现在的前八章), 仔细作

文字与内容的修改. 争取在二月初完成现在的前八章, 而后开始对剩下的六

章再作修改.

<2012.02.18> 四大理论的历史发展与理论关联

在过去的两个月时间里, 我将全书又改了一遍, 并有重大理论突破. 这

两个多月, 夜以继日,没有周末和假日,几乎没有休息,我非常满意这一突破.

关键是将历来分散的理论综合起来, 抓住其内在的联系, 建立关联. 我将旋

量、有限位移旋量、李群与李代数四方面理论从历史发展的角度及理论关

联的角度建立了它们之间的联系. 从而在这一版书稿中, 我贯通了旋量代数

和李群、李代数理论, 将这些理论有机地结合起来. 这使得本书成为国内外

第一本将旋量理论、旋量代数与李群、李代数结合的专著.

在李群和李代数方面, 本书也不失为一本入门书. 本书对李群与李代数

表示论作了系统深入的归纳、总结和概括. 尤其注重由浅入深地阐述, 从大

家最熟悉的线性代数、空间几何入手, 讲到直线几何、旋量代数、李群、李

代数、四元数、对偶四元数, 直至 Clifford 代数, 将这些现代数学有机结合,

融会贯通.

英文专著已经基本完稿. 下面准备根据这两个月的突破与改写情况, 对

去年 12 月前的中文稿进行再次改写.

<2013.04.17> 数学的三大支柱

“旋量代数与李群、李代数” 起始于 1990 年 5 月我撰写并于 1991 年发

表在 IMechE 期刊上的三瞬心定理的向量研究38, 涉及我 1993 年春的博士论

文4、1994 年在英国科学与工程研究基金会 SERC (现在的工程与应用科学

38Dai, J.S., and Kerr, D.R. (1991) Geometric analysis and optimisation of a symmetrical Watt

six-bar mechanism, J. Mech. Eng. Sci., 205(4): 275-280.
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基金会 EPSRC)关于刚体姿态与灵巧度的报告39、1995年的有限旋量期刊论

文6、2006年的两百年理论运动学历史回顾14、2012年的有限位移旋量算子40.

李群和李代数内容涉及我在 1993—1995年期间的研究以及其后于 1995年发

表的文章6, 还涉及 2011 年年底至 2013 年 4 月研究的与旋量相关的理论以

及 2012 年发表的有限位移旋量的文章40.

本书放在 “现代数学基础” 丛书中出版. 至 2012 年底, 书稿已经过数位

国内著名数学专家的审读与论证. 当我看到中国数学会与美国数学会会员,

大连理工大学数学科学学院数学研究所应用数学系副主任侯中华教授的评

论时, 为之震撼. 侯教授的评论高屋建瓴, 从数学的三大支柱谈到代数的内

在本质及其后续理论,令人印象深刻.请见他在读完我 2011年年底的英文版

著作后于当年 12 月 12 日发表的评论.

代数、几何、分析是数学的三大支柱.数学之所以能够发展到

今天, 是因为有了现实世界的迫切需要. 然而, 由于数学学科自身

的特点, 其发展过程可以超前于现实世界的需要. 随之带来的问题

就是数学学科所发展出来的理论和所取得的研究成果越来越不为

其他学科的学者所熟知, 更遑论加以有效地运用了. 远的不说, 就

拿向量代数理论来说吧. 学过线性代数和解析几何的人都知道,向

量的引入, 对于空间图形的定量表示起到了决定性的作用. 向量

的运算对于研究线性图形之间的关系起到了关键的作用. 此外,向

量代数在其他学科中也得到了有效的运用. 然而,人们对这一理论

的运用, 却大多局限于借助于它的表现形式, 而忽略了它的实质内

涵. 这使得它被误认为线性代数的一部分而险被 “收编”. 究其原

因, 至少有以下两条: 一是因为大家只看到了它的代数表象, 没有

看到它的内在本质; 二是因为当前的数学教学已很少讲授它的后

续理论——旋量代数 (screw algebra)和直线几何学 (line geometry).

国内有关直线几何学的介绍,大概只在苏步青的《微分几何学》(新

一版) 中有所体现.

39Dai, J.S., Malik, A. and Kerr, D.R. (1994) Orientation and dexterity of mechanisms and

manipulators, Report on EPSRC funded project, University of Salford, Manchester.
40Dai, J.S. (2012) Finite displacement screw operators with embedded Chasles’ motion, ASME

J. Mech. Rob., 4(4): 041002.
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这部专著从向量代数理论出发, 循序渐进, 由浅入深, 详细而

系统地阐述了旋量理论的数学基础. 使人们看到了向量代数理论

的进一步演化和应用. 填补了国内此类专著的空白. 同时, 从直线

几何学的角度阐述了射影几何学中的对偶原理以及泛复数理论中

的对偶数理论的直观意义. 对这些抽象的数学理论的学习大有裨

益. 与此同时, 由于本书的内容只涉及向量代数和线性代数的基本

理论,因此适合大学二年级以上的理工科学生阅读和参考. 这使得

阅读人群非常广泛. 此外, 本书对旋量理论在机构学、静力学和运

动学中的应用作了系统而细致的介绍. 与此同时,还对所涉及的数

学处理过程给出了详细的推导过程,并在方法上有所创新. 这对相

关学科的学生和学者来说, 无疑是一本难得的参考文献.

5. 本书写作的四个阶段

<2013.04.12>

在去往伦敦的飞机上, 我全面拜读了 Karger 和 Novak41 的 Space Kine-

matics and Lie Groups一书,进一步对本书中的李群和李代数作了思考. 这两

天又对第二章至第五章中关于李群和李代数部分作了更深层次的归纳与修

改. 这些修改体现在我的目录中, 故寄去参看. 两个附件, 含机构学版与数学

版目录. 这本专著的写作可以分为四个阶段.

(1) 英文专著初稿: 英文专著在 2011 年 11 月完成初稿. 在当年 10 月,

Springer邀请国际著名旋量理论与机构学专家对英文专著论证并通过; 11月,

国内数位机构学专家对中文专著论证并通过; 12月, 数位数学领域专家对中

文专著前九章进行了论证, 并建议将这九章放入 “现代数学基础” 丛书, 以

《旋量代数与李群、李代数》专著形式出版.

(2)旋量与李群、李代数关联: 从 2011年 11月到 2012年 4月,我将旋量

理论与李群、李代数作了关联. 至此, 英文专著暂告段落.

(3) 中文专著初稿与全书的统一修改: 在新生与晓菲 (天津理工大学讲

师) 的研读与校对基础上, 李瑞琴教授和我于今年 1—2 月在 Word 上对中文

初稿进行了修改.

41Karger, A. and Novak, J. (1985) Space kinematics and Lie groups (translated by M. Basch),

Gordon and Breach, New York.
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(4) 全书的升华: 我于今年 2—4 月用全部力量进行改稿, 包括语言准确

性的审核, 并加入了一系列定义, 提炼出一系列引理、定理与推论. 3 月, 根

据新生的修改建议, 我对打印出来的全书作了两次彻底修改, 包含语言的可

读性与通畅性, 并进一步修改了李群和李代数章节及其解释问题. 4 月回伦

敦后,又一次对旋量、有限位移旋量与李群、李代数的关联作了修改. 5月准

备对全书再作一次全面修改. 6—7月回天津,准备在编辑审读后作再次修改.

这本书有几个精华点: 一是详尽讲解了旋量代数及其运算与应用等, 可

作为旋量理论入门书; 二是提出并完善了有限位移旋量理论; 三是提出并完

善了旋量系理论; 四是将旋量理论与李群、李代数有机地结合起来; 五是首

次将李群和李代数相关知识按照其与旋量及机构学的关联进行了有机归纳

与整理, 使得本书成为一本很好的李群和李代数入门书. 希望我的学生们都

好好读一读.

2011年秋, Springer出版社曾经聘请国际著名机构学专家对英文书稿作

了详细的论证. 今天仔细阅读该论证意见时, 才无意中发现这是一篇不同寻

常的论证报告, 是一篇充满高度赞誉的论证报告. 我将这一报告翻译如下:

这是第一本如此具有渐进性、全面性、彻底性, 且深邃而广博

地阐述旋量理论及其应用的论著. 最打动人的部分是这本论著采

用了一种新颖易懂的角度来阐述旋量理论, 并以代数的思路来教

授旋量理论. 这本书是第一本基于几何与代数来全面阐述旋量理

论的专著, 第一本全面阐述旋量理论在各种机构装置和机器人中

的应用的论著,包括了力学、运动学、活动度等. 这些章节 (当时没

有第一章的绪论以及第九章的对偶性) 逻辑性极强, 可渐进地、顺

其自然地将读者带到关于旋量理论的广博的知识王国. 论证者本

人确实被这本书深深吸引.

论著作者是国际著名机构学专家, 在国际机构学界享有盛誉.

作者长期研究与应用旋量理论, 其广博的知识定能使这部书受到

极大的关注. 该论著具有从基本概念到各种机器人应用的广度和

深度, 一定会受到研究机构、高校及工业界的广大研究人员的欢

迎.该论著对于工程、计算机科学以及数学等多个领域的研究生和

科研人员来说是一本极好的参考书, 一本不可多得的专著. 该论著

在旋量代数、旋量系理论、李群、李代数及其在机构学与机器人
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学的应用方面提供了丰富的内容. 据此种种理由, 应该认真考虑将

本论著作为研究生教科书使用. 总之,我相信这部论著非常适用于

研究运动学、机构学与机器人学的研究生与研究人员.

该论证报告的原文如下:

This is the first such progressive, comprehensive and thorough book

with great depth and wide scope in screw theory and its uses. The most

impressive part of this book is to take a new angle and easily accessed

way from which to learn screw theory and to start teaching screw theory

from an algebraic point of view. The book is the first to comprehen-

sively present the screw theory from geometry and algebra and is the

first to systematically present the use of screw theory in various mecha-

nisms, devices and robots in a wide range of topics including mechanics,

kinematics, mobility and stiffness. The book concentrates on screw alge-

bra, screw system relations, matrix theory and its application in various

mechanisms and robot devices. The twelve chapters are rationally pre-

sented with excellent logic and progressive steps to introduce readers into

the wealth of knowledge of screw theory. I am hugely impressed by the

book.

The author is very well established, internationally renowned and

highly regarded in the community. He also has a long experience in

the use of screw theory. His book will definitely attract a great deal of

attention.

In conclusion, I believe the book is highly suitable for postgraduate

students and researchers in kinematics, robotics and mechanism research

and I would have no hesitation in recommending it to many universities

in their teaching. I fully believe it will be welcomed by researchers in aca-

demic institutions, universities and industrial research centers evolving

in robotics due to its breadth and depth by covering basic concepts and to

various robotic applications. This book is a good reference for postgradu-

ate students and researchers in many disciplines including engineering,
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computer sciences, and mathematics. The book provides a rich content

in screw algebra, screw system theory, Lie groups and Lie algebras and

their relations and applications in mechanisms and robots, and should be

seriously considered to be as a postgraduate textbook, a monograph and

a reference book.

中国科学院数学与系统科学研究院副院长高小山教授、中国科学院数

学机械化重点实验室主任李洪波42 教授在审读 2011 年底初稿后于当年 12

月 28 日给出以下评论:

旋量理论被广泛应用于机构学、机器人学、力学以及计算几

何等领域. 在 Google 上搜索 screw theory, 有四千多万条相关信息.

但是,除了 1900年 Ball和 1978年 Hunt的旋量理论英文书外,几乎

没有一部完整的叙述旋量理论方法的著作. 旋量理论的大部分内

容散见于研究论文与有关机构学的专著中, 这对于旋量理论的发

展与应用十分不利.

作者基于自己二十余年的研究成果, 以及近十多年在国内一

些大学授课、讲座的教案和经验,整理出关于旋量代数以及旋量系

的理论专著, 详细而系统地阐述了旋量理论的数学基础, 介绍了作

者自己的一些研究成果, 并深入讲解了旋量代数在运动学和力学

中的应用. 这对于旋量代数在我国的发展与应用有重要意义.

南开大学数学科学学院邓少强教授在审读 2011 年年底初稿后于 2012

年 1 月 4 日给出以下评论:

我的感觉是, 这本专著确实是难得的宝贵的知识财富. 目前国

内外出版的著作中, 除了 1900 年 Ball 和 1978 年 Hunt 的旋量理论

英文书外, 几乎没有一部完整的讲述旋量理论的著作. 本书的出版

将填补这一空白. 本书的特点是循序渐进、深入浅出, 从最基本的

线性代数和矢量空间出发, 通过系统的推理和论述, 将复杂而高深

的旋量理论展现于读者面前. 与其他介绍一些旋量理论的著作不

42Li, H, Hestenes and Rockwood, A. (2001) Generalized homogeneous coordinates for computa-

tional geometry, in Geometric computing with clifford algebra, ed. Sommer, G., Springer-Verlag,

25-58.
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同, 这本专著通过推导过程, 使读者容易掌握旋量理论的本质. 此

外, 该专著既展现了数学的严谨, 又充分显示了几何直观性和旋量

理论的广泛应用, 是难得的一部研究生教材及科研工作者的参考

书. 该专著的出版必将极大地推动旋量理论的发展及在这一领域

的研究.

<2013.11.5>

谢谢你们 (这里指张新生、高志广、康熙和马学思)的勤奋努力,你们是

我的第一批读者, 提出了不少看法与建议. 你们从不同的层面, 不同的方位,

提出了很好的意见,虽然没全部被我采纳,但对我的思考起到很大的帮助,由

此使我对本书的推理、逻辑、撰写深度等做了很好的思考. 例如康熙提出的

问题,虽然我没将原来的 10.5.4节、10.5.6节与原来的 10.6节合并, 但是他的

问题促使我做思考,尤其考虑了逻辑贯通性的问题.这样,我在保留原来 10.6

节的基础上, 又派生出一大节. 见我寄去修改后的第十章.

我觉得你们四人都很有才华, 经过这段时间的翻来覆去, 对本书理解得

已经较好了, 这也显示出你们的理论才能. 我对你们的发展很满意, 但是希

望你们不要自满,要继续潜心钻研理论,从而取得更好、更快的发展.这就需

要大家互相帮助, 互相鼓励. 目前, 我对学生们的研究没有限制, 大家对本书

里感兴趣的问题都可以去研究.有问题可以共同讨论,讨论后可以分别研究,

而后我再作论证. 希望你们充分利用研读本书的契机, 写一些读书报告, 从

而发展与提升自己, 同时要注意结合实例. 你们现在做的实例太少, 经验太

少, 虽然具有一些理论, 但需要理论联系实际. 你们应该经常看各种文章, 不

但要观察我们实验室里的各种机构与机器人, 还要观察其他实验室里的机

构与机器人. 你们应思考如何运用本书里的理论去研究、设计、开发新机

构, 并充分利用我们实验室的优势, 好好发展自己. 我觉得有两条很重要: 一

是任何时候都不要自满；二是任何时候都不要泄气. 博士学习是发展与训

练的关键阶段, 对你们以后终生工作都有益处!

康熙曾说我喜欢写邮件, 其实我很忙, 很多时候是没有时间写! 但是, 只

要我认为有些话要说, 需要将我的体会告诉大家, 以对你们有所帮助, 我就

一定要写的. 事实上这样一写, 又使我对本书的修改推迟了一些, 会被许多

其他的事情压下, 又不得不熬夜了. 所以, 希望要珍惜我每次写给你们的邮



后 记 · 319 ·

件. 我觉得一些问题是共性问题, 大家都应该知道.

<2014.01.03> 定稿

很高兴地告诉大家, 这本数学专著在初次撰写后又经历了长达一年半

的反复修改与论证, 今天下午终于全部修改完毕, 即将由高等教育出版社出

版发行. 数学版的这九章内容确实不好写, 这是本书的中心. 回想整整三年

的写书历程, 深有感慨. 这三年分三个阶段, 并且是部分重合的. 第一阶段

是从 2011 年 1 月到 2012 年 5 月, 我完成了全书的英文版写作. 第二阶段是

从 2011 年秋到 2012 年 10 月, 我的在读与已毕业博士生们共同完成了英文

版的中文翻译. 第三阶段是从 2012 年 8 月至今天, 一直处于修改之中. 在第

三阶段的一年半时间里, 前半年是对中文译稿的修订、更正与校对. 从 2012

年 2 月起的两个月, 是提炼引理、定理与推论的过程, 也是改变一些叙述手

法的过程. 接下来的两个月则是理论的提升与升华. 2012年 5月中旬正式交

稿, 6月通过一审并做出许多修改, 7月在天津从新生、志广与康熙的问题中

提炼著作, 9 月在天津再次从志广、康熙的问题中提炼著作, 10 月至 11 月又

对论著进行了全面的修改, 12 月在二审、三审的建议下又多次反复修改, 并

由刘占伟编辑不厌其烦地将我多次的修改内容誊抄到出版稿上.

本书中许多定理和公式都经历过反复的验证, 其中一部分是由孙杰 (博

士生) 做的验证. 全书的定义和名词等都经过我的反复查证与修订. 对书中

这些定义, 可以说是博览百家, 取其精华, 而去其糟粕. 我对这本书确实是付

出了无数的心血. 书中有些地方原来是想略写的, 但越写越认真, 最后是较

真儿, 这可能也是秉性所致. 今天凌晨两点半, 我发现有几章修改文字没发

出去,便又将文档发送给刘编辑,以备他今天在编辑部做最后的誊写与修改.

我常常对国外的朋友说, 我遇见了一位脾气非常好的编辑, 任何时候都可以

让我修改, 任何时候都会将我的修订放入出版稿中. 在我的硬盘中就存有不

断修改而产生的诸多文件包, 如 11 月 11 日修订的文件包、11 月 22 日修订

的文件包、11月 29日修订的文件包、12月 13日修订的文件包、二审后修订

的文件包、三审后修订的文件包等, 这些修改都由编辑及时接收并处理. 同

时, 国武对书中的许多图修改了多次, 有的图甚至修改了十来次.

可以说, 本书的撰写是一个浩大的工程, 它涉及多个数学分支、诸多理

论以及各种机构研究领域. 也只有靠你们的共同帮助, 这一工程, 才能完成.
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谨以上面的回顾向各位表示感谢! 另外附上定稿的数学版前言和目录以供

一阅.

6. 文学、爱好及其他

<2013.05.03>

自今年 1 月初起, 我一直在全力修改与完成书稿. 在我的已毕业与在读

博士生们的研读和建议下以及李瑞琴老师统一修改的基础上, 我于 2 月独

立地逐字逐句地对稿件作了全面彻底的修改与更正, 同时归纳出全部引理、

定理与推论,增加了许多定义、注释与诠注. 在此基础上,我于 3月在打印装

订本上再次逐字逐句地修改, 4月在新的装订本上又作了第三遍文字修改与

章节调整, 5 月开始作全面的检查与修订.

在 1989—1998 年的十年间, 虽然我彻底地放弃了中文, 专攻英文, 但是

在 1998 年后每年回国时又逐步捡起. 尤其在这两三年中, 中文水平基本上

恢复到较好的程度. 出版社与杂志社的编辑们常常认可我在编辑后的修改.

我从小爱好写作, 爱好文学. 当全班同学高中毕业作文都是 70 分左右的时

候, 文学老师给我批了 99 分. 在 1972 年的高中毕业晚会上, 我编写了五幕

话剧, 并自编自演了相声, 当时不敢称为 “相声”, 称为 “对口剧”. 1973—1975

年当 “知青” 时, 我在武汉市有 20 万人的公司的小报上发表了一整版的诗

歌. 1977 年高考时, 父亲极力劝说我报考理科, 而我这一选择令全校老师感

到吃惊.

在上海交通大学期间,我曾在校报上刊登了一篇《偌大一个校园放不下

一张平静的书桌》的短文以及一篇对我本科毕业同学采访的稿件. 但后来,

我还是选择了与文学绝别的道路, 开始沉醉于数学与逻辑的理性世界, 放弃

了梦幻与狂野的文学世界. 然而, 正如父亲力劝我考理科时所说, 理科需要

发表文章, 而文学好可以在这方面得到充分发挥. 中文写作的理念、逻辑的

贯通使我这二十多年的英文写作受益匪浅. 在我看来,如果中文作文写不好,

英文也不会太好, 当然这不是充分条件. 种种缘由可以说明, 语言与文字素

养是经过长时间的培养与锤炼而成的,当然,世界上任何事物都不是绝对的.

这也引出了一个道理: 在科学研究中, 哲理是统帅一切的. 需要超脱, 也需

要 down to earth (脚踏实地).
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从高考案头的 “莫等闲, 白了少年头, 空悲切” 的警句到上海交大的 “学

习, 学习, 再学习” 的广播声, 从 Salford 的埋头研究以致回家路上自喻为 “行

尸走肉”到伦敦校园繁忙中的 “没时间回头看”,这么多年我就这么一直忙过

来. 由于较真,我便更加繁忙. 从父亲不断传教的 “世界上怕就怕 ‘认真’二字”

的警句到陆元章43 先生下午一点一刻到寝室探讨小数点后第四位, 从 David

Kerr 对新名词的反复论证到 John Rees Jones 抱来牛津大词典查阅, 我一直

较真儿惯了.

20 世纪 90 年代我放弃了中文, 全面沉湎于英文世界, 爱看英文报刊的

小短文以及一些富有哲理且有趣味性的评论员文章. 语言的美妙使我的爱

好转向英文写作. Darwin Caldwell44与人谈到我的英文写作时称, “盖住名字,

看起来与英语母语好的人的文章没两样”. 同时, 我在语法上可以纠正以英

语为母语的人的错误;在辩论中可以据理力争,获取优势,赢得尊重. 2006年,

我的并联机构旋量系理论的文章被 McGill 大学的语言老学究 Paul Zsombor

称为 “雅致优美, 朗朗上口, 在茶余饭后阅读是一种享受”. 我的一些重点文

章十分讲究与注重文字的使用, 力求流畅贯通. 我觉得好的文字给人一种美

感、一种境界. 2011 年, 我的英文书稿拿给 Greg Chirikjian45 看时, 他的第一

句评语是 “英文写得这么好”; 给 Brian Davies46 看时, 他的评语是 “前言与绪

论是诗歌般的 (poetic) 篇章”; 给 Maria Fox47 看时, 她说 “喜欢这种写法, 贴

切, 近距离, 吸引读者”. 新生在 2011 年开始研读时说过, 我的英文书写得生

动,许多词用得确切、深奥, 尤其是词汇量大,变化多端, 丰富多彩, 这是许多

英文书都没有达到的. 可以说, 只因十年的 “放弃中文”, 才有今天英文的美

感; 只因过去 “中文的风采”, 才有今天英文的丰满.

43陆元章 (1921—)系上海交通大学著名教授,是作者的本科和研究生阶段的指导老师.

1946 年 2 月其在美国密歇根大学获得机械工程硕士学位, 1956—1976 年在机械科学研究
总院 (英文简称 CAM) 工作, 1977 年起任上海交通大学教授, 1987—1998 年任中国机械工
程学会流体传动与控制分会第一届委员会主任委员.

44Darwin Caldwell是欧洲机器人尤其是人形机器人的领军人物, 1989—2004年在 Salford

大学任教, 2005 年至今为意大利理工大学先进机器人中心主任.
45Greg Chirikjian 为著名国际期刊 Robotica 的总编, 约翰 · 霍普金斯大学的数学科学、

计算机科学与机构学教授.
46Brian Davies 为伦敦帝国理工大学教授, 英国皇家工程院院士, 于 1988 年发明了世界

第一台临床手术机器人.
47Maria Fox 为伦敦国王学院计算机系教授.
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今年初我同新生、志广、学思以及康熙一同在天津连续待了四个月. 新

生从我对写书与理论问题的投入感受到这是我的真正爱好, 说希望以后也

像我一样, 做自己爱好的事情. 新生是对的! 正如我 2011 年英文版书稿48的

前言所说, 我是沉湎于研究的乐趣, 陶醉于知识的海洋. 回到我写书的案板,

是我最幸福的时刻. 但是这种时候不长久, 常常要干自己不喜欢的事. 这就

是生活, 这就是工作. 不过, 我现在已经将研究、工作与日常生活糅合到一

块, 融为一体. 当然, 我更喜欢没有任何打搅, 沉心于研究与写作. 归结起来

说, 我是爱研究、爱写作的.

从 2011年著述书稿起,我就对各种名词术语严格地进行核对. 从去年起,

为了校对中文书稿的名词术语, 我翻阅了无数的中文书与英文原版书 (包括

数学书),并查看了许多网站与网页.我一般不寻常规,不随便苟同.前些年我

就对我的学生们推荐唐代文学家与哲学家韩愈所写的《进学解》中的名句:

“行成于思毁于随”.要达到这种境界,就需要有对 “业精于勤荒于嬉”的深刻

理解. 我将顺序倒了一下, 但这就给出了一种逻辑关联关系. 记得自 2000 年

起, 我就对学生们提出 “三个 P” 的要求, 即 proficient (精通)、professional (专

业)、perfect (完美). 记得 2003 年与一位访问学者在伦敦国王学院共同撰写

他在 IMechE 期刊上的第一篇传动系统数学模型论文时, 我提出不能参照存

在问题的常规, 要重新建立坐标系, 要做到规范化, 与国际接轨. 我觉得任何

研究都要与国际学术界接轨, 与数学界接轨, 因此我这本书中的许多名词术

语都经过了严格审阅与反复论证. 尤其是这十几年, 我很注重同国内专家学

者交流,对这些中文名词术语的理解更上升了一个层次. 在最近这几个月中,

除了我本人广泛查询以外, 我已毕业的学生们也经常在网上共同进行讨论,

提出了一些很好的建议, 尤其是大家经常引经据典, 多方考证, 将一个问题

探讨到底. 同时, 我也与廖启征教授、邓少强教授、赵景山教授等通过邮件

与电话对书中一些具体表述进行了讨论与论证.

前几天, 我将书稿送予南开大学专攻李群与微分几何的邓少强教授, 他

说 “我又浏览了一遍, 觉得您的著作已经很完美了, 因此提不出什么修改建

议了. 再次祝贺您的著作即将出版!”. 廖启征教授说 “这本书量非常大, 几乎

涵盖了各个方面”.

48Dai, J.S.(2014)Screw algebra and kinematic approaches of mechanisms and robotics,

Springer, London.
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今天在外面有事等了两小时, 顺便写了这一随笔, 与大家共享.

经邹慧君教授推荐,高等教育出版社于 2010年与我取得联系,随后产生

了撰写本书的念头.我的英文专著的写作是从 2011年 1月开始的,到 2012年

初基本完稿,而中文数学版和机械版专著49的写作是在 2011年下半年至 2012

年下半年进行的. 书稿的全面修订、扩充与升华始于 2012年下半年,到 2013

年 7月基本完成, 9—10月又进行了一轮修改与验证, 11—12月作了最后一轮

的修改与校正. 这一扩充与升华将用来帮助英文专著的全面修改. 这一实践

使我认识到, 两种语言的写作可以在很大程度上加深对问题的认识和理解,

使得论著的阐述更为明晰. 常常在一种语言中不容易发现的问题, 在另一种

语言中可以充分彰显出来. 这样就可以对该问题作充分且详细的阐述, 使得

著作更为系统、详尽与完整. 这种写作的反复以及两种语言的相互论证推迟

了英文专著的出版时间. 在中文书稿出版后, 将对英文稿作全面的修改, 拟

于 2014 年年底面世.

戴建生

2013 年冬于北洋园

49戴建生 (2014)机构学与机器人学的几何基础与旋量代数,高等教育出版社,北京. 英文
引用为“Dai, J.S. (2014) Geometrical foundations and screw algebra for mechanisms and robotics,

Higher Education Press, Beijing.”




